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RESUMEN

Ademis de la movilidad, ubicuidad y convergencia de medios de comunicacidn, las tabletas y smartphones
permiten toques en pantalla. Estos toques pasan a integrar el sistema lingiiistico y, consecuentemente, de
pensamiento. Los dispositivos méviles pueden contribuir con los procesos de ensefianza y aprendizaje. Este
articulo ilustra respuestas de estudiantes y futuros profesores y suscita, a partir de ellas, reflexiones sobre hallazgos
geométricos producidos por estudiantes de Educacién Media y de la Licenciatura en Matemdtica. Las actividades
se orientaron hacia el aprendizaje de cuadrildteros con enfoque en la identificacién, conceptualizacion, andlisis de
propiedades y produccién de demostraciones, usando ambientes de geometria dindmica con toques en pantalla
(AGDcT). Los datos se produjeron a partir de las respuestas escritas a las tareas, diarios de los investigadores,
observaciones y conversaciones a lo largo de las clases, construcciones en pantalla y videograbaciones. Acciones
como desplazar, mover y aumentar se evidenciaron en el andlisis y pueden enriquecer el repertorio de los sujetos
cuando lidian con AGDcT. En la produccién de justificaciones y demostraciones matemiticas, se evidenciaron
dos dominios de manipulacién en pantalla. Los toques en pantalla deben ser vistos como una forma mds de
cognicién corporificada.

Palabras clave: Cuadriliteros; Toques en pantalla; Dominios constructivo y relacional; Justificaciones;
Demostraciones.

ABSTRACT

Beyond mobility, ubiquity and the convergence of media, tablets and smartphones allow touch screens. These
touches become part of the linguistic system and, therefore, of thought. Mobile devices can contribute to the
instruction and learning processes. The article illustrates answers from students and prospective teachers and
raises, from them, reflections on geometric discoveries produced by high school and prospective teachers in
mathematics. The activities aimed at learning quadrilaterals with a focus on identification, conceptualization,
analysis of properties and the production of proofs, using dynamic geometric environment with touchscreen
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(DGEwT). The data were produced in written responses to the tasks, researchers' diaries, observations and
conversations throughout the classes, screen constructions and video recordings. Actions such as moving and
increasing were evidenced in the analysis and can enrich the subjects' repertoire when dealing with AGDcT. Two
domains of handling on screen are evidenced in the production of justifications and mathematical proofs. Screen
touches should be seen as another form of embodied cognition.

Keywords: Quadrilaterals; Touches on screen; Constructive and relational realms; Justifications; Proofs.

RESUMO

Além da mobilidade, da ubiquidade e da convergéncia de midias, tablets e smartphones permitem os toques em
tela. Esses toques passam a integrar o sistema linguistico €, por conseguinte, de pensamento. Dispositivos moveis
podem contribuir com os processos de ensino e de aprendizagem. O artigo ilustra respostas de alunos e
licenciandos e suscita, a partir delas, reflexdes sobre descobertas geométricas produzidas por estudantes do Ensino
M¢édio e da Licenciatura em Matemdtica. As atividades visavam ao aprendizado de quadrildteros com foco na
identificagdo, na conceituagio, na andlise de propriedades e na produgio de provas, usando ambientes de
geometria dinimica com toques em tela (AGDcT). Os dados foram produzidos a partir das respostas escritas para
as tarefas, didrios dos pesquisadores, observagdes e conversas ao longo das aulas, constru¢des em tela e
videogravagdes. Agdes como mexer, mover ¢ aumentar foram evidenciadas na andlise ¢ podem enriquecer o
repertdrio dos sujeitos quando lidam com AGDcT. Dois dominios de manipulagio em tela sio evidenciados na
produgio de justificativas e provas matemdticas. Toques em tela devem ser vistos como mais uma forma de
cognic¢do corporificada.

Palavras-chave: Quadriliteros; Toques em tela; Dominios construtivo e relacional; Justificativas; Provas.

INTRODUCCION

A diferencia de los recursos de construccién geométrica (regla, compds, transportador, etc.) e,
incluso, de softwares educativos, los ambientes de geometria dindmica con toques en pantalla (AGDcT)
estin provocando cambios en los procesos de ensefanza y aprendizaje. Por estar presentes en las manos
de la mayoria de los individuos, estas tecnologfas prescinden de laboratorios de informdtica, permiten
compartir aplicaciones y no requieren de conexiones a Internet. De esta forma, estos ambientes pueden
ampliar las posibilidades de ensenar y despertar el interés en el aprendizaje matemadtico.

Aunque en el escenario brasilefio ya existe una agenda de investigacién sobre dispositivos
moviles con toques en pantalla (DMcTT, por sus siglas en portugués), la cual analiza cambios de
naturaleza epistemoldgica (Assis, 2020; Assis & Bairral, 2019), y/o cognitiva y did4ctica (Bairral &
Carvalho, 2019; Bairral & Henrique, 2021), en el escenario internacional también encontramos estudios
enfocados en implicaciones epistemoldgicas (Arzarello e al., 2014; Sinclair & Freitas, 2014). No
obstante, ain predomina una mirada mds didédctica o de naturaleza cognitiva (Calder ez 4/., 2018). En lo
did4ctico se incluyen miradas atentas a la forma en que el profesor establece comunicaciones con sus

alumnos cuando los dispositivos mdviles entran en escena (Chao ez al., 2016).
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Este articulo sintetiza e integra resultados' de publicaciones anteriores, vinculadas al proyecto
Construyendo y analizando pricticas educativas en educacion matemdtica con dispositivos touchscreen, financiado
por el CNPq (Brasil) y desarrollado en el marco del Grupo de Estudios e Investigaciones de las Tecnologfas de la
Informacién y Comunicacién en Educacién Matemética (Gepeticem, por sus siglas en portugués)™.

Los tres estudios tienen a los cuadrildteros como contenido central, el cual es abordado en los curriculos
de geometria de Brasil, sobre todo, con alumnos entre 12y 15 afios. La Tabla 1 resume aspectos de cada estudio

que aqui serd integrado. Para mayores detalles de cada uno, sugiero la lectura de las referencias indicadas®.

Tabla 1
Stntesis de los estudios ilustrados
. .. Dispositivo Principal(es)

No. Referencia(s) Enfoque(s) Participantes utilizado resultado(s)

1 (Arzarello et al.,2013)  Captura y andlisis, -Estudiantes de -Geometric -Tipos de toques
(Arzarello et al., 2014)  formasde toqueyde  Educacién Constructer  -Importancia del toque
(Bairral ez 4l., 2016) manipulacién en la Media* (GC)® de aproximacién
(Bairral, 2013) pantalla -Futuros -Sketchometry  -Existencia de dos
(Bairral ez 4l., 2015) profesores de dominios (constructivo
(Bairral ez 4., 2017) Matemdtica’® y relacional)

2 (Silva, 2017) Andlisis de procesos  -Futuros FreeGeo en -Dominio relacional
(Silva & Bairral, 2019)  de elaboracién de profesores de Tablet como momento

demostraciones Matemitica propicio de refinamiento

sobre cuadrildteros de conceptos,
propiedades, conjeturas
y procesos de
construccién de
demostraciones

3 (Bairral & Silva, 2018)  Andlisis de ideas y -Estudiantes de FreeGeo en -Enriquecimiento de las
(Bairral, 2019) justificaciones, Educacién Tablet formas de justificar y del

surgidas en la Media surgimiento de

identificacién y

organizaciones légicas

conceptualizacién de
cuadrildteros o de
algunas de sus

propiedades

En general, el enfoque de los estudios estuvo en el aprendizaje relacionado con la identificacién

y la conceptualizacién de los principales cuadrildteros (cuadrado, rectingulo, rombo, trapecio y un

! Agradezco a Barbara Caroline C. Chagas da Silva y a Elen Roza da Conceigio Silva, implicadas directamente en los estudios
cuyos extractos son presentados en este articulo.

2 www.gepeticem.ufrri.br.

? Una conferencia disponible en https://www.youtube.com/watch?v=Ptm4P4fiNaw podria enriquecer la comprension de este articulo.

#*Nivel educativo correspondiente al “Ensino Médio” de Brasil.
5 En Brasil nos referimos a “Licenciatura en Matemdtica”.
¢ Recuperado de http://www.auemath.aichi-edu.ac.jp/teacher/iijima/gc/test-gcwin/download.htm.
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paralelogramo en general), y con el surgimiento de sus principales propiedades y de formas de justificar
sus ideas y de razonar con AGDcT.

En todos los estudios fueron utilizados los smartphones o tabletas” de los propios participantes.
Cuando era necesario, proporcionamos equipos disponibles €N Nuestro grupo de investigacion. Siempre
priorizamos aplicaciones gratuitas. Al contrario del estudio 1, que fue constituido por algunas tareas, en
los estudios 2 y 3 fueron construidas secuencias didécticas adecuadas a su propdsito y considerando la
complejidad didéctico-conceptual en funcién de los participantes®. En el primer estudio, invitamos
aleatoriamente a estudiantes que tenian experiencias previas con AGD. En los dos tltimos, el trabajo fue
realizado directamente en la sala de clases —en el segundo, algunos conocfan un poco un AGD, y en el
tercero ninguno tenfa conocimiento.

A continuacidn, presento algunos presupuestos tedricos que sustentan las investigaciones

enfocadas en los AGDcT desarrolladas en el grupo de investigacién que coordino’.

® Las tecnologfas digitales méviles recrean y modifican, por medio de las interacciones, el modo cémo
compartimos informaciones, nos relacionamos con el mundo y con el otro. Por lo tanto, éstas modifican
nuestra subjetividad y los procesos cognitivos involucrados en una actividad matemitica determinada.

® Los toques en pantalla deben ser vistos como trayectos de interaccién y reveladores de
aspectos del pensamiento matemdtico. Aunque constituyan movimientos especificos, los
toques no son sinénimos de arrastres (en AGD). Estos deben ser vistos como otra forma de
manifestacion de la cognicién y, por lo tanto, también deben integrar el paquete semidtico
y la multimodalidad comunicativa en clases de matemdtica. Valorar toques significa
potenciar nuestra cognicién corporificada y, consecuentemente, asumir los smartphones y
tabletas como extensién de nuestro cuerpo (fisico).

® Los procesos de demostracion transitan entre dominios constructivos y relacionales. Por lo tanto, las
investigaciones sobre procesos de demostracién en matemética no deben orientarse inicamente hacia
la validacién de determinado resultado. El surgimiento y la produccién de justificaciones o
demostraciones deben potenciar el desarrollo de diferentes estrategias argumentativas y de aprendizaje.

e [l rendimiento del dispositivo y el disefio de las tareas estin entrelazados. Por lo tanto, la
tarea debe ser reconfigurada integral o parcialmente en el caso de que exista un nuevo icono

o una posibilidad diferente de toque.

7 Al utilizar una aplicacién en el smartphone de los alumnos, tenga en mente que ellos podrdn desinstalarla y en la préxima
clase serd necesario reinstalarla, ademds de correr el riesgo de perder lo que fue hecho y guardado. Busque formas de guardar
continuamente los datos.

8 Ver Anexo IV al final de este documento.

? Usaré el singular cuando haga referencia a posicionamientos mios y el plural cuando sean ideas colectivas y ya socializadas
en publicaciones anterjores.
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A diferencia del orden habitual de un articulo cientifico (introduccién, teorfa, metodologfa,
resultados y conclusiones), aqui decidi combinar aspectos teéricos y ejemplos de los tres estudios, con el
propésito de facilitar la comprensién de los resultados. No todos los didlogos tedricos son oriundos de

estudios con AGDcT. Algunos provienen de AGD sin toque (en adelante, AGD).

TRABAJANDO CUADRILATEROS EN AGD

La interaccién en un ambiente de geometria dindmica (AGD) como el GeoGebra posibilita una
nueva accién dindmica: la de arrastrar y desplazar objetos en una construccién. El desplazamiento
dindmico no es el mismo que el acto de dibujar en papel (Bairral & Barreira, 2017). La construccién es
diferente porque ésta puede ser transformada y modificada, conservando caracteristicas invariantes
(Sinclair & Yurita, 2008).

La accién de arrastrar y las construcciones proporcionan otra contribucién: la diferencia entre
dibujo (un ejemplo) y figura (una clase). Por lo tanto, lo que hacemos cuando construimos un cuadrado
con regla y compds es un dibujo, pues éste representa un caso particular. Por el contrario, una figura
representa una infinidad de objetos (Laborde, 2001). El dibujo es una representacién estdtica, mientras
que la figura involucra al usuario por medio de herramientas que permiten manipular una variedad de
objetos geométricos que conservan sus propiedades (Healy & Hoyles, 2001). Estas autoras sefialan que,
por el hecho de representar una clase, la figura es una representacién interactiva del campo teérico, ya
que ésta no sugiere inicamente un caso particular. En ese proceso, los alumnos explican sus estrategias e
ideas para las construcciones geométricas realizadas en AGD, pues generalmente ellos buscan desarrollar
una proposicién e incluso una demostracién matemdtica.

Aunque esa diferencia entre dibujo y figura sea un aspecto fundacional de la geometrfa, en AGD
no hay necesidad de realizarla. La comprensién de esa singularidad cognitiva en el movimiento entre
dibujo y construccién geométrica es relevante; no obstante, didécticamente, el docente puede dejar que
el trabajo fluya mds naturalmente, sin reforzar la ambigiiedad entre figura y dibujo (Mariotti, 2019).
Ciertamente, con actividades debidamente planificadas se hace necesario que se tome conciencia de las
propiedades de la figura, que éstas sean explicitadas, para que sea posible realizar una imagen en la
pantalla a partir de la figura. La construccién de determinados elementos implica la manutencién de
todo el complejo de propiedades que definen la figura geométrica representada (Mariotti, 2019).

Dalcin y Molfino (2012) propusieron actividades orientadas hacia la construccién y justificacion
de propiedades de cuadrildteros a partir de la clasificacién de estos poligonos, realizada por los propios
alumnos. Usando computadora, ldpiz y papel, surgieron diversas respuestas para un mismo tipo de
poligono. A pesar de la dificultad para discernir si una definicién es equivalente o no a otra, los
investigadores destacaron la originalidad en las clasificaciones y justificaciones realizadas por los

estudiantes —algunas, incluso, diferentes de las presentadas en los libros diddcticos. Los autores sefialan
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que la construccién dindmica realizada en el GeoGebra facilit la observacién de las propiedades y la
busqueda de argumentos deductivos.

La clasificacién de cuadrildteros constituye un campo fértil que relaciona conceptos,
definiciones y propiedades geométricas. En esa relacién, varias clasificaciones son posibles (Villiers,
1994). En la linea de Villiers, los estudios de Bairral y Silva (2018) y de Silva y Bairral (2019) fueron
planificados con el propésito de involucrar a los participantes en procesos de definicién, clasificacién y
comparacién critica de alternativas.

En el transcurso de las implementaciones, {bamos preguntando sobre cuadriliteros que se iban
encajando en mis de una clase (cuadrados, rectingulos, rombos, paralelogramos y trapecios), a medida
que iban surgiendo las caracteristicas de cada uno durante las actividades. Eran preguntas provocativas,
con el propésito de estimular a los grupos de alumnos, pero la clasificacién no era un fin en si misma.
Por ejemplo, al manipular el trapecio para obtener el trapecio is6sceles en el encuentro 4, la mayoria de
los estudiantes observé figuras que podrian encajarse en la clase de los rectingulos, también al ajustar la
medida de los 4ngulos en 90° exactos. Algunos aprendices llegaron a decir que ellos, con un poco més de
coordinacién motora para desplazar los vértices, conseguirfan modificar los dngulos y obtener un
rectingulo, sin la necesidad de deshacer la construccién del trapecio. En la Tabla 2 estin organizadas las

respuestas de dos estudiantes registradas en la ficha 4 (Anexo V) sobre trapecios.

Tabla 2
Respuestas de la ficha sobre trapecios (Estudio 3) (Bairral y Silva, 2018, pp. 175-176)
Respuestas
P t
regunta Caroline Victor
2 Dos paralelos que no se cortan. Un par de paralelos.
3 Siempre que los lados se mueven, los ndmeros Al mover la medida de los lados, cambia.
cambian, segin se mueven los lados.
Los lados opuestos siempre quedan iguales, yalos Al mover los dngulos, aumentan y disminuyen.
4 lados de los 4ngulos no permanecen en lados
iguales.
5 Las paralelas siempre permanecen en lados Que los dngulos y los lados no son de la misma
totalmente diferentes. medida.
— '—:ﬁ::—g— N e, e A et — Dt St A
¢ N S04
\’1 - % “)%
Yo observo que los 4ngulos son totalmente Que son todos diferentes.
7

diferentes.

En la pregunta 5, ambos estudiantes destacan como caracteristicas de los trapecios: los dngulos y

lados no necesitan tener la misma medida; y las paralelas permanecen siempre paralelas. Otro alumno,
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Patrick, también resalté una caracteristica de forma bien contundente: “Por mds que las mueva, las
paralelas del trapecio nunca dejan de existir”.

En la pregunta 6, algo interesante que observar es la diferencia entre los dibujos obtenidos en las
respuestas: durante la aplicacién, los alumnos percibieron que podian modificar el trapecio a un
rectingulo, como la alumna Caroline intenté mostrar. Ellos bromearon, diciendo que no tenfan
coordinacién motora para ajustar los dngulos, con los movimientos de sus dedos, hasta que todos
tuvieran una medida de 90°, pero aun asi plantearon esa observacién, incluyendo al rectingulo en los
trapecios durante la conversacién en la sala. También es interesante ese registro de medidas usando
numeracién decimal, favorecido por el dispositivo, cosa que en un dibujo hecho a mano alzada
posiblemente no serfa observada. En la pregunta 7, los dos alumnos dijeron que tenfan todos los dngulos
diferentes. Aparentemente, ellos no prestaron atencién al hecho de que enla pregunta se estaba haciendo
referencia a las medidas de los 4ngulos del trapecio rectingulo, que posee dos dngulos iguales a 90°. Es
posible que hayan hecho referencia al trapecio obtenido anteriormente.

Es notorio que en AGDcT, el proceso de aprendizaje se desarrolla a medida que el sujeto
internaliza —a partir de una forma estitica o en movimiento— ciertos objetos (conceptos, formas,
propiedades, etc.), con el fin de producir significados personales mediante los toques ez la, con o a partir
de la pantalla del dispositivo (Bairral, 2017, 2020). La conjuncién en las diferentes formas de
manifestacién del aprendizaje y del lenguaje (habla, expresiones gestuales, toques en pantalla) o de
registro (diagramas y otros registros escritos, pantallas con construcciones en AGD) da indicios de la
internalizacién de los artefactos semidticos construidos, explorados y manipulados en la pantalla del
dispositivo cuando estudiantes lidian con formas geométricas (Ng & Sinclair, 2015).

Mientras que en AGD es comun arrastrar, en AGDcT podemos tener diferentes tipos de toques.
Todas las acciones son importantes. Como sefiala Mariotti (2000, 2019), en el movimiento de arrastre,
mediante clic en el ratén, el resultado es verdadero y la proposicion puede ser demostrada a partir de una
prueba geométrica. Ademds, los procedimientos légicos utilizados también requieren ser considerados y
aceptados. La autora sostiene que la relacién entre una construccidn y el teorema que le otorga validez
es generalmente compleja, y no absolutamente inmediata. Es importante considerar también la

construccién geométrica como elemento de la teorfa, complementa Mariotti (2019).

DE ARRASTRES EN EL RATON A TOQUES EN PANTALLA

Las manipulaciones en la pantalla (con ella o a partir de ella)'® en un dispositivo poseen
intenciones y, de la misma forma que los gestos y otras manifestaciones en el dmbito de la oralidad,

producen sentidos en un determinado contexto de comunicacién. Las manipulaciones directas en la

10 Siempre que me refiera a manipulaciones, considere una de estas posibilidades: ez la pantalla, con la pantalla o 4 partir de
la pantalla.
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pantalla constituyen lo que denominamos fogues. Estos toques involucran seis acciones bdsicas con los
dedos (Choi, 2008, citado en Park e al., 2011): toque'' (tap), toque doble (double tap), toque
prolongado (long tap / hold), arrastre (drag), cambio de pantalla (flick) y toques maltiples (girar, rotar),

como se ilustra a continuacion.

Figura 1
Tipos bdsicos de toques (Choi, 2008, citado en Park et al., 2011, p. 841)

&
Tap Double Tap Long Tap
- s ( \
" \ —
B
-~
Drag Flick Multi-touch

Estos seis tipos de toques pueden tener variaciones de funcién, de acuerdo con el sistema
operativo (iOS, Android, etc.) o del dispositivo. Ademds, dada la simultaneidad de movimientos y
cambios en objetos construidos, los toques en pantalla deben ser vistos como trayectos de interaccion y
no como los puntos o clic en zonas de la construccién.

En el estudio 1, una de las tareas solicitaba a los alumnos de Educacién Media que, al trabajar en
el Geometric Constructor (GC), demostraran que la figura EFGH, cuyos vértices son los puntos medios
de los lados del cuadrilitero ABCD, era un paralelogramo. Como la actividad tenfa un propdsito
(verificar y justificar la propiedad), la manipulacién por aproximacién fue muy recurrente para analizar
el comportamiento de la forma construida como un todo y de sus elementos invariantes. Cuando los
estudiantes necesitaban realizar construcciones (de diagonales, dngulos y paralelas), el uso de toques fue

bastante observado, como se muestra en la Tabla 3.

" Golpe ligero.
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Tabla 3
Hlustracion de parte del razonamiento de una pareja en la tarea (Estudio 1) (Bairral, 2013)

Pantalla del GC Tipo de toque Razonamiento

Aproximacion Ajustando la forma de la figura inicial para
un rectdngulo

Toques (simples y dobles) ~ Manipulando con toques y construyendo

las diagonales AC y BD

Toques (simples y dobles)  Construyendo dos dngulos (rojo y verde)

Toques (simples y dobles) ~ Construyendo las paralelas HE y DB

Los seis tipos de toques mostrados en la Figura 1 llegaron a mostrarse muy apropiados al inicio
de nuestra investigacién y al ambiente utilizado, el Geometric Constructor. Incluso, fueron observados
en otros dispositivos que usamos. Sin embargo, en términos de pensamiento geométrico, fue posible
avanzar en esa categorizacién, proponiendo dos modos de arrastre (libre y de aproximacién) y
posibilidades de uso de los dedos para girar una figura o partes de ésta.

En el Anexo VII se observa la tipologia ampliada (Arzarello ez 4/., 2013) a partir de Choi (2008),
y en el Anexo VIII se encuentran detalles para tareas que involucran isometrias (Assis, 2020). De todos
modos, la preocupacién por el tipo de toque no es lo que debe orientar nuestra dindmica de ensefianza,
pero cabe resaltar aqui que los toques revelan aspectos del pensamiento matemdtico, y esa forma de
cognicién también enriquece los procesos de elaboracién de justificaciones y demostraciones

matemdticas, entre otros, como se indica en la Tabla 4.
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Tabla 4

Marcelo Bairral

Desarrollo del pensamiento geométrico de estudiantes en el GC (Estudio 1) (Bairral et al., 2016)

Ejemplo (captura) de

Desarrollo del pensamiento geométrico en el software Geometric Constructer

pantalla

Tipo de
manipulacién
en la pantalla

Estrategia geométrica
utilizada

Naturaleza del
movimiento

Dominio de
manipulacién

Toque (simple
o doble)

Alumno construyendo
un cuadrado mediante
toques simples, usando
un dedo y construyendo
punto por punto.

Mantener

(simple)

Alumno haciendo un
zoom en un punto.

Movimiento cerrado,
predeterminado,
como objetivo

,
especifico,
bdsicamente, de
construccion.

Construccién discreta
con observacién
aislada. Usualmente,
los estudiantes
realizan
construcciones para la
exploracién y se
enfocan en aspectos
especificos de la

alumno arrastra
libremente el punto P
para observar lo que
ocurre con las formas.

Arrastre para
aproximar

Estudiante arrastrando
los puntos de la figura
MNOP buscando
aproximarla a un
rectingulo, para verificar
la forma de las figuras
externas.

Estudiante usando cuatro
dedos (dos de cada mano)

para arrastrar cuatro
puntos simultineamente

y aproximando la forma a

un cuadrado.

Libre

Estudiante moviendo
libremente el punto C.

surgidas en la tarea.

figura.

Arrastre libre Después de haber Movimiento abierto, Construccién
construido el tltimo pero centrado en relacionada y
cuadrado y cada lado del demandas observacién de
cuadrilitero ABCD, el conceptuales cardcter mds global

para el andlisis de
conjeturas y
propiedades
geométricas o de

formas.

Las manipulaciones de pantalla téctil (touchscreen) constituyen un campo fértil de exploracién

en la investigacion educativa, especialmente, porque éstas dan lugar a nuevas inspiraciones de pricticas
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formativas con dispositivos méviles. En cualquier contexto formativo, las tareas adquieren importancia
en la construccién del conocimiento. Por lo tanto, su adaptacién a las especificidades de cada dispositivo
es primordial. Saber la importancia cognitiva del tipo de manipulacién en la pantalla es importante para

que el docente disefie tareas en las que el estudiante pueda realizar las manipulaciones adecuadamente.

TIPOS DE TOQUE EN PANTALLA Y DOMINIOS DE DESARROLLO DEL
RAZONAMIENTO

Estamos asumiendo el concepto de procesos de elaboracién de demostraciones como las diversas
justificaciones y representaciones que componen la produccién de argumentos'” y pruebas matemdticas,
incluyendo los recursos tecnoldgicos digitales, la produccién del alumno, su discurso, sus gestos y demds
formas de expresién del lenguaje. Defendemos que los procesos de demostracién en dispositivos con toques
en pantalla transitan dialécticamente entre dos dominios reflexivos importantes: constructivo y relacional.

Bairral et al. (2017) destacan dos dominios de manipulaciones de pantalla téctil en sus
investigaciones: el constructivo, que involucra toques simples y especificos en la pantalla (como toques
dobles, por ejemplo) y observaciones aisladas, generalmente, en momentos de construccién de objetos
matemdticos o de verificacién de una observacién puntual; y el relacional, que comprende la
combinacién y articulacién de multiples toques mis elaborados o no, por ejemplo: el movimiento
simultineo de aproximacién y arrastre, o solamente el de aproximacién. En este tltimo dominio, la
consideracién de aspectos globales en la observacién del diagrama dindmico es una caracteristica
marcada. Ademds, la conjetura es un tipo de accién del pensamiento especifico del dominio relacional.

La Tabla 5 ilustra ejemplos de toques predominantes en cada dominio.

Tabla 5
Toques y dominios de razonamiento (Silva, 2017, p. 16)

Toques simples, sin movimientos de arrastre, tipicos del dominio constructivo

. .

Un tnico toque en la pantalla.

Dos toques seguidos en la pantalla.

Toques elaborados, con movimientos de arrastre, tipicos del dominio relacional

CE &
Manipulacién de arrastre para arriba y para Manipulacién de arrastre para la derecha, sin
abajo, sin retirar el dedo de la pantalla. retirar el dedo de la pantalla.

2 Argumento serd entendido como cuestionamiento, desacuerdo o duda que desemboca en un proceso de negociacién que
ayuda a aclarar la idea emergente.
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Segun Bairral ez al. (2017), en el dominio constructivo la mirada de los sujetos se dirige hacia
aspectos puntuales del objeto geométrico explorado en la aplicacidn, esto es, hacia momentos en que las
manipulaciones realizadas en la pantalla poseen la funcién de medir, construir, editar y nombrar
elementos. Como el proceso de creacién de un objeto geométrico en AGDcT involucra la seleccién de
herramientas especificas de la aplicacién, las manipulaciones de toques son més frecuentes. Sin embargo,
estos investigadores sefalan que el razonamiento en este dominio estd orientado hacia una mirada
especifica de un elemento del objeto explorado.

En el dominio relacional, las manipulaciones en la pantalla pasan a tener la funcién de deformar
(o no) la figura por medio del arrastre, aproximar el objeto a figuras familiares y aumentar o disminuir la
tigura. Especificamente sobre el razonamiento, los autores destacan el surgimiento de conjeturas,
hipétesis, observacion de relaciones, cuestionamientos, refinamientos, etc., como elementos pertinentes
al dominio relacional.

Silva (2017) usé el Sketchometry, el FreeGeo y el GeoGebra en smartphones y tabletas con
futuros profesores de Matemdtica y destacé la construccién dindmica en pantallas, la movilidad, el
compartir en red y la prictica dialdgica como caracteristicas de clases que potencian el proceso
argumentativo y el procedimiento de organizacién de una demostracion. El andlisis también evidencié
que el movimiento entre los dominios”® de manipulacién (constructiva y relacional) en pantalla se
mostré favorable al proceso de refinamiento del razonamiento y de elaboracién de una demostracién
sobre cuadrildteros. Silva destacé aspectos importantes en el proceso de elaboracién de demostraciones,
tales como la observacidn, exploracion, verificacion, formulacién de hipétesis y refinamiento conceptual
o de propiedades.

En AGDcT, la exploracién y la conjetura son importantes en los procesos de demostracién. Por
ejemplo, en el dominio relacional se percibe que el refinamiento de conjeturas se hace més presente, ya
que los movimientos de arrastre realizados en la pantalla buscan generalmente la aproximacién del objeto
a algo conocido por el estudiante. En esos momentos, la mirada del futuro profesor hacia la variacién
dindmica del diagrama en la pantalla observa relaciones y propiedades. En el 4mbito constructivo,
tienden a predominar aspectos puntuales de construccién y de verificacion en el razonamiento de los
sujetos.

Los dos dominios son importantes y estdn interrelacionados. Lo que es construido pasa a ser
explorado, analizado, refinado o refutado. Ambos involucran pensamiento. Generalmente, es en el
dominio relacional que surgen nuevos hallazgos matemdticos. Aunque en el contexto constructivo

contamos con toques (simples, dobles, etc.) en la pantalla, puede que éstos no sean necesarios en el

13 Véase mds detalles sobre esos dominios y procesos de demostracién en Bairral ez a/. (2016).
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dominio relacional. No obstante, en este tltimo dominio son recurrentes arrastres y movimientos para
aproximar figuras.

En un contexto de trabajo en grupos, los dominios de manipulacién (con o a partir de la pantalla)
ejercen influencia en el razonamiento de todos los involucrados, y no solamente de aquel que manipula
la aplicacién. La interaccién asume también un papel de observacién compartida, pues nuestro cerebro
realiza mapeos que permiten al observador hacer inferencias o anticipaciones de hallazgos, ya que, en ese
acto de observar, éste también estd pensando. La dindmica dialégica de manipulaciones diversas y de
observacién compartida entre los implicados es potenciada por la manipulacién (con o sin toques en la
pantalla) de un AGDcT.

DESARROLLO DE DEMOSTRACIONES MATEMATICAS Y DOMINIOS DE
RAZONAMIENTO

El'uso de AGDcT en demostraciones y procesos de justificaciones o pruebas matemdticas puede
constituir un camino potente y diferenciado en el aprendizaje de los alumnos. La produccién de
demostraciones en la formacién inicial en matemdtica constituye, en la mayoria de los casos, una
dificultad paralos futuros profesores. Ese obstéculo, en la concepcién de Cirillo y Herbst (2012), puede
justificarse por los aspectos histéricos y culturales que permean la ensefianza de la matemadtica. Estos
autores afirman que, en general, tendemos a ensefiar del mismo modo como nos ensefiaron, un circulo
vicioso de una prictica pautada en el rigor estitico de verdades absolutas, que no se exploran ni se
investigan, que no se cuestionan o relativizan, que no producen demostraciones diferentes de los
formatos cldsicos presentados en los libros diddcticos. Estos investigadores llaman la atencién sobre la
ampliacién del papel del alumno como un sujeto mds activo en las demostraciones geométricas.

Para Villiers (2001, p. 31), “tradicionalmente la funcién de la demostracién ha sido vista
exclusivamente como una referencia para la verificacién de la exactitud de las afirmaciones
matemdticas”. Esa visidn sdlo servia para despejar dudas personales o de escépticos. El papel docente es
importante para desafiar al alumno a buscar, conjeturar, argumentar y explorar las diferentes funciones
que la demostracién matemdtica nos puede proporcionar. En linea con el autor, defendemos que la
demostracién matemdtica puede asumir, también en AGDcT, funciones auténticas de verificacién,
explicacion, sistematizacién, hallazgos, comunicacién y de desafio intelectual.

Lasa y Wilhelmi (2013), al trabajar con profesores de Educacién Bésica en Espafia, afirman que
la incorporacién de un AGD en la ensefianza se debe realizar gradualmente, siguiendo tres momentos:
exploracidn, ilustracién y demostracién de una propiedad geométrica. En el disefio de nuestras
implementaciones, siempre adoptamos el momento de la familiarizacién. En ese momento, es
importante dejar que los sujetos manipulen libremente el dispositivo. Estos pueden realizar

construcciones aleatorias (rectas, segmentos, etc.) para familiarizarse con tareas como la del Anexo II.
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En la familiarizacién, el individuo se integra al escenario y no sélo se involucra en la realizacién
de una actividad especifica. La familiarizacién no es una comprobacidn, sino un momento de inmersién
en el escenario, a pesar de que pueda haber una actividad mds exploratoria, por ejemplo, construir un
circulo, después manipular y hacer observaciones. Lo que se produce en la familiarizacién es también
objeto de estudio y de aprendizaje, o sea, no es una produccién aislada. La familiarizacién no es un
momento de dominio integral de herramientas del AGD. Incluso ese dominio, cuando ocurre, demora
un tiempo. Inicialmente, el docente puede ir dando prioridad a algunas herramientas del ambiente para
las tareas que implementa y puede dejar que el alumno vaya descubriendo y utilizando otras a lo largo
del proceso.

Dalcin y Molfino (2012), en su investigacion en la formacién inicial de profesores de Matemdtica
y con el GeoGebra en Uruguay, proponen actividades que posibilitan la construccidn y justificacién de
propiedades de cuadrildteros que surgen a partir de la clasificacién de estos poligonos, realizada por los
propios alumnos. Al solicitar que los estudiantes definieran algunos cuadrildteros, surgieron diversas
respuestas que dieron lugar a diferentes clases para un mismo tipo de poligono. Ademds de la dificultad
que los discentes presentan para discernir si una definicién es equivalente o no a otra, asf como para
dibujar tales cuadrildteros, el modelo de figuras con lados paralelos a los mdrgenes de la hoja fueron los
miés frecuentes. Sus resultados destacan la originalidad en las clasificaciones y justificaciones que
surgieron de los propios estudiantes en el transcurso de las implementaciones: éstos proponen
clasificaciones y definiciones diferentes, incluso, de las presentadas en los libros de texto. La construccién
dindmica realizada en el GeoGebra facilité la observacién de las propiedades y la busqueda de
argumentos deductivos.

De acuerdo con Mariotti (2000), los alumnos presentan dificultad en la sistematizacién tedrica
del conocimiento inductivo, ya que éstos cuestionan porqué propiedades bien conocidas deben ser
demostradas. Los argumentos son usados para apoyar su verdad, que es evidente para los estudiantes.
Esta dificultad estd vinculada a la ensefianza de la geometrfa mediante un conjunto de definiciones que
describen figuras geométricas y proposiciones, indicando propiedades que, muchas veces, tienen un alto
grado de evidencia. Segtn la investigadora, el abordaje deductivo involucra dos aspectos entrelazados:
por un lado, la necesidad de justificacién; y, por otro, la idea de un sistema tedrico dentro del cual esa
justificacién puede convertirse en una demostracién. La autora también destaca que la relacién con el
conocimiento geométrico es modificada a través de la mediacién ofrecida por las peculiaridades del
AGD. Esta transformacidn estd relacionada estrictamente con el paso de una geometria intuitiva —una
coleccién de propiedades evidentes— a una geometria deductiva, un sistema de relaciones entre

afirmaciones, validado por la demostracion.
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TOQUES Y REGISTROS EN LA IDENTIFICACION DE CUADRILATEROS

A continuacidn, ilustro algunos ejemplos de respuestas de alumnos de Educacién Media a la
tarea de construir un rombo en el FreeGeo y de realizar observaciones sobre sus lados, dngulos y
diagonales (estudio 3). Son respuestas en actividades introductorias al tema, que no habfa sido estudiado

por los alumnos, quienes tampoco habfan tenido experiencia previa con la aplicacién.

Todlos sus lados son iguales.

An gulos diferentes.

Diagonales iguales.

Sus lados estan formados por dos pares de rectas paralelas.

Sus diagonales tienen sus dngulos iguales.

Las respuestas anteriores son aquellas cominmente observadas en los libros didacticos, cuando
caracterizamos ese tipo de cuadrildtero. Eso ya era esperado, dado que las actividades introductorias de
la secuencia de actividades (Anexo I) contenian, en sus alternativas, pistas sobre propiedades y conceptos
geométricos, comunmente presentes en libros diddcticos. Por lo tanto, ésa es una visibilidad de la
influencia de la medicién semidtica, que no debe ser vista como un problema. El desafio para el profesor
es no crear expectativas de respuestas, ya que su propdsito debe ir més alld de ello.

Sinclair y Robutti (2013) discuten la naturaleza epistemoldgica y cognitiva de algunas
herramientas de los AGD y sus relaciones con los procesos de demostracién. Ellas sostienen que
necesitamos nuevos modelos o rutas de aprendizaje que puedan dar cuenta del impacto de los AGD en
el desarrollo del pensamiento del alumno. Una vez mds, el papel del docente se destaca como un elemento
crucial en este contexto, ya que ¢l es responsable por enfatizar las relaciones entre los objetos, durante el
intento de introducir a los alumnos en el mundo tedrico de la geometria. Para las autoras, es necesario
profundizar las investigaciones de cémo el profesor puede subsidiar y lidiar con las implicaciones
cognitivas y epistemoldgicas de las herramientas en este tipo de ambiente.

Ng y Sinclair (2015) reportaron dos actividades con las que se buscaba abordar la idea de cizallar
poligonos en AGDcT con alumnos de Educacién Media. Sus resultados indican que las producciones
de gestos, diagramas en papel y el propio discurso de los alumnos dan indicios de la internalizacién de
los artefactos semidticos construidos, explorados y manipulados en la pantalla del dispositivo. La forma
de dar cuenta de esa diversidad es colocar la atencién en la mediacién semidtica (Bussi & Mariotti, 2008).

Ese concepto vigotskiano permite una mirada cognitiva sobre la funcién de un instrumento, en
este caso, los AGDcT, en la construcciéon del conocimiento matemdtico (Mariotti, 2019).
Diddcticamente, la atencién en la mediacién semidtica es importante en la construccién de significados
que el profesor imagina surgir en sus objetivos, ya que el pasaje del uso del instrumento a la construccién

de un significado matemdtico también tiene relacién con la intervencién docente, que ocurre en las
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interacciones con los alumnos, en las tareas propuestas y en su implementacién. En otras palabras, lo que
el docente planifica y ejecuta ejerce influencia en lo que el alumno puede aprender.

En un AGDcT, el disefio de una tarea tiene relacién directa con el rendimiento (Assis & Bairral, 2019)
del dispositivo. Ademds, el objetivo de la tarea, como instrumento de mediacién semidtica, tendrd

implicaciones diferentes en el aprendizaje. Por ejemplo:

e Usando ldpizy papel, podemos plantear la tarea: Identifica rombos en las siguientes figuras:

® Usando el FreeGeo, tendriamos: Construye en el FreeGeo un rombo y realiza tres

observaciones: sobre sus lados, ingulos y diagonales.

Aunque sea importante y realizable con ldpiz y papel, véase que observar serfa una accién
reducida de potencial matemadtico, si utiliziramos el software. En este recurso, acciones como construir;
mover, observar y analizar; comparar son mds providenciales y prometedoras en términos de aprendizaje.
Esas son acciones mds propicias en contextos de demostracion.

Las respuestas presentadas por los estudiantes (Tablas 6 y 7) son ilustrativas de que cambiar el
recurso diddctico implica alterar la propuesta de la actividad y, consecuentemente, tendremos
contenidos y aprendizajes diferentes. La respuesta a continuacién se enfoca sobre la accién de mover
(arrastrar). En ésta es visible el aspecto dindmico, de movimiento, de la aplicacién y el hallazgo del
estudiante, quien ofrecié esta observacién: “Moviendo los® lados del rombo éste se transforma en otras
figuras como tridngulo y cuadrado”. Las siguientes respuestas también son interesantes, pues no son

frecuentes en las observaciones iniciales de los alumnos:

Los dngulos de las laterales del rombo son diferentes de los de arriba y abajo y,
con respecto a las diagonales, tienen la misma medida de dngulo arriba y abajo
de la diagonal.

Un rombo tiene un par de dngulos obtusos y un par de dngulos agudos.

Las respuestas anteriores y la Tabla 6 son ejemplos de lo que Bairral y Barreira (2017) nos invitan

a pensar: en AGD, los puntos, las rectas y los planos dejan de ser sélo entes primitivos. Estos no existen

'* Cuando las tareas sean colectivas, recomendamos el uso de los verbos en plural. Esto no es un mero detalle ortogrifico, sino
una estrategia del disefio de la tarea y, consecuentemente, de la mediacién semidtica.
15 Subrayado nuestro.
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por si solos, sino que coexisten con una variedad de objetos y construcciones geométricas, todos
representados y desplazables en la pantalla. Por lo tanto, segiin estos autores, la geometrfa producida en
un AGD como el GeoGebra es otra, dado que contamos con nuevas formas de manifestacién del
lenguaje (iconos variados, formas de medicién, observacién simultinea de propiedades y formas, etc.),
de hallazgos y verificacién de propiedades —la geometria de los movimientos en AGD, con o sin toques
en pantalla.

Entendemos que la transicién del uso del instrumento a la construccién de un significado
matemdtico es dindmica y retroalimentada. Por lo tanto, los toques en pantalla deben integrar el paquete
semiético (Arzarello ez al., 2009) y dindmico de objetos y relaciones entre ellos (Bairral & Powell, 2015).
Estos también propician el surgimiento de varias formas de construccion, exploracién, convencimiento
y razonamiento, individual o colectivamente.

La Tabla 6 sintetiza respuestas pautadas en propiedades aparentemente guiadas por las indicadas
en las actividades y ejemplos asociados a la manipulacién del dispositivo, particularmente, por su

posibilidad de movimiento.

Tabla 6
Sintesis de respuestas de los alumnos (elaborado a partir de Bairral, 2019)
Encuentro  Ejemplos de respuesta pautada en propiedades Ejemplos de respuesta guiada por la
explicitadas en las fichas de actividades manipulacién del software
2 “Todos sus lados son iguales.” “Moviendo los' lados del rombo éste se
transforma en otras figuras como tridngulo y
cuadrado.”
3 “Que los dngulos opuestos siempre tienen el mismo “Observé que las medidas cambian cuando se
valor.” mueve y también los valores son iguales en los
lados opuestos.”
4 “Las paralelas siempre permanecen en lados “Por mds que las mueva, las paralelas del trapecio
totalmente diferentes.” nunca dejan de existir.”

Aunque los extractos ejemplifiquen registros escritos, éstos no pueden ser interpretados
aisladamente, ya que hay imdgenes que estdn siendo evocadas, procesadas, guiadas por construcciones y
movimientos en el AGDcT. Estas formas de discurso expresan movimientos y rutinas en constante
interaccién con el dispositivo y que transitan entre particularidades y generalizaciones en sus hallazgos
matemdticos (Ng, 2016). Por lo tanto, los toques en pantalla deben integrar ese sistema y no pueden ser
entendidos como sinénimos de gestos en arrastres, tal como es considerado por Ng (2016).

Las dos columnas de la Tabla 6 tampoco pueden ser analizadas por separado ya que, en el proceso
de mediacién semidtica, el hecho de que un instrumento corporifique un saber lo torna utilizable segtin

una doble funcién: por un lado, el uso del instrumento permite realizar una tarea determinada; por el

16 Subrayados de los investigadores, para mostrar acciones y reflexiones intrinsecas a la manipulacién del software.
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otro, ofrece, a quien lo usa, una via de acceso a aquel saber que lo corporifica (Mariotti, 2019). Los
subrayados son marcadores que ilustran cémo estos procesos se entrelazan y van enriqueciendo el

repertorio matemdtico de los involucrados.

TOQUES Y REGISTROS EN LA MEJORA DE LOS PROCESOS DE DEMOSTRACION EN
LA LICENCIATURA

Laactividad a continuacién constituye un extracto de una secuencia diddctica llevada a cabo con

futuros profesores de matemdtica (Estudio 3). La Tabla 7 detalla esta actividad.

Tabla 7
Actividad en el AGDcT (Silva, 2017, p. 73)

Tarea

2 - Abre el archivo en la App FreeGeo
a) ¢Qué tipo de cuadrildtero fue construido en la aplicacién?
b) ¢Cuil es la relacién existente entre las diagonales del cuadrildtero presentado en la aplicacién?

c) Elabora una proposicién para esa relacién y demuéstrala.

Para el disefio de esta actividad, consideramos la idea de Cirillo y Herbst (2012) en el sentido de
proponer a los futuros profesores caminos inversos para llegar a la elaboracién de una demostracién
matemitica. O sea, tradicionalmente, presentarfamos la proposicién y solicitarfamos que los alumnos la
demostraran. Inspirados en estos autores, iniciamos la actividad por medio de la exploracién de un
diagrama en el AGDcT, previamente elaborado por la investigadora que condujo este estudio.

Ademis de ello, el tema de la tarea surgi6 de las dificultades de los futuros profesores. Como

observamos que las definiciones' y las propiedades del trapecio parecfan confusas en actividades

17 Un trapecio puede ser definido como un cuadrildtero con solo un par de lados paralelos o con, por lo menos, un par de lados
paralelos. Estas dos definiciones no son muy conocidas por los futuros profesores y es importante que éstas sean bien
discutidas en la Licenciatura en Matemdtica. Posterior a esa discusién, se puede asumir a una de esas definiciones o dejar que
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anteriores, invertimos un poco mds en este asunto. Veamos en la Tabla 8 un fragmento de video sobre
esa actividad. En la tabla, los indices A1, A2 y A3 son referencias a los discursos de los alumnos, mientras
que P se refiere al discurso de la investigadora, y las flechas en rojo indican la ubicacién del toque del

sujeto en la pantalla.

Tabla 8
Didlogo del grupo 2 sobre la actividad (Parte 1) (Silva, 2017, p. 74)

Transcripcién: 00:00:08 — 00:00:57 Imidgenes de la pantalla

A1: Nosotros estamos moviendo aqui’y percz'bz'mos que
se puede transformar en otro tipo de cuadrildtero.
(habla simultinea a la manipulacién) Mire, puede ser
un rectdngulo... seso es un rectangulo? (tono muy bajo)

P: ; Pero qué tipo de cuadrildtero es ése?

Al: Quétipo...

P: S, tii difiste asi: “se puede transformar en otro tipo”.
A2: Es transformar en otro formato.

A1: ;Si! Mire, aqui es un rectdangulo.
A3: No. Es un trapecio.

. ' 2?
A1l: ;Un trapecio todavia: +) I/IAI@I’I’QI"‘

A3: Todavia es un trapecio.

ta

Al: ;Siempre va a ser un trapecio?

A3: 57

A1: Parece un rectingulo.

A3: No lo es. Es un trapecio.

Al: ;Por que?

A2: Porque ésas de aqui... no son fijas (tono muy

?‘M'»! e CEC A ONY /5

t4

b

s

13O)
<=

[

~
=
&

bajo). Por causa del dngulo, que no es de noventa
grados, icierto? (parece sefialar algo en el diagrama y

cuestiona a A3, pero no tenemos la grabacién del

grupo, solamente de la pantalla dela tablet y el audio).
A3: 57, Ellas no son paralelas.

A1: Entiendo. Entonces, jsiempre serd un trapecio!

ElCO %

En el fragmento de video (Tabla 8), observamos que las inferencias que pueden ocurrir en el
dominio relacional de manipulacién no necesariamente son realizadas por el alumno que manipula la
pantalla, es decir, en un contexto de trabajo en grupo, los integrantes que no poseen el control
momentdneo también observan la pantalla y plantean sus conclusiones con base en la observacién de la
manipulacién del otro. Esto lo podemos observar en las siguientes intervenciones: “41: /Si! Mire, agui

» <«

es un rectangulo”, “A3: No. Es un trapecio”, “A2: Porque ésas de aqui... no son fijas (tono muy bajo).

el trabajo fluya a partir de las clasificaciones que los sujetos fueren construyendo. Para mds detalles sobre clasificaciones de
cuadrildteros, véase Villiers (1994).
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Incluso, en la intervencién “Por causa del dngulo, que no es de noventa grados, icierto?”, suponemos que
quien estarfa manipulando la pantalla era el alumno 1 (Al) (porque fue ese alumno quien inicié la
conversacion con la investigadora); no obstante, los otros dos integrantes del grupo (A2 y A3) tenfan la
atencién colocada en los cambios del objeto mientras éste era arrastrado por A1, tanto asf que llegaron a
alertar y explicar a éste ultimo que su suposicién de que el cuadrildtero fuese rectingulo estaba

equivocada. En la Tabla 9 presentamos un fragmento més de video referido a esa actividad.

Tabla 9
Didlogo del grupo 2 sobre la actividad (Parte 2) (Silva, 2017, p. 75)

Transcripcién: 00:01:44 - 00:03:09 Imigenes de la pantalla
A1l: jEllas son ignales! (afirma después de leer el enunciado FAl=]> ]

del item b) ’
A3: ;Por qué? | Demuéstralo!

s *
A1: No lo sé demostrar, pero ellas son iguales. !
- muchas voces al fondo —
A3: ;Cdmo que no sabes demostrarlo? .
A1: Elabora una proposicion, también. 0
A3: Entonces, proposicion 1: Las diagonales de todos los n
~<gfm==

HOIE 2 [ E[DIOIINT /] %1

trapecios son iguales...son congruentes...Diagonales de un
trapecio (muchos movimientos de arrastre en la pantalla),

pero ese trapecio parece isdsceles. ;Como es que se coloca la \ .
medida? Lo olvidé...Abi viene ella a daiar el trapecio, jlisto! L} N
(la figura es deformada) @

A2: ;Este de agui es un trapecio? a R
A3: Ya no mds, porque lo dariaste. Ya no es ni siquiera un =%

poligono. ; Ddnde estd? [ Vete hacia atrds! reo)

(En este momento ellos comienzan a buscar en las ”OQ

herramientas del ment de la aplicacién una solucién que les o A

permita medir los lados del poligono explorado). . '

A3: Yo guiero la medida, jrecuerdan como conseguirla?

A1l: Es agui; ab, no, aqui es coordenadas del punto.

A3: Estede aqui da la medida a mano... Aqui da. Ocho coma
cuarenta y ocho, ocho coma cinco, ocho coma cinco, cinco siete
cuatro, cinco siete cuatro (5,74). jEs isdsceles! (A3 parece
asumir la manipulacién en la pantalla y encuentra la
herramienta que estaba buscando)

Observando el fragmento de video (Tabla 9), ratificamos que el diagrama dindmico en el AGDcT
en este tipo de actividad contribuyd a la exploracién del poligono y a la investigacion de hipétesis, ya que
los alumnos tuvieron que utilizar herramientas para averiguar sus suposiciones. Podemos observar este
hecho en la intervencién: “A3: Este de aqui da la medida a mano... Aqui da. Ocho coma cuarenta y ocho,
ocho coma cinco, ocho coma cinco, cinco siete cuatro, cinco siete cuatro (5,74). (Es isdsceles!”. Este tipo de

observacién, de acuerdo con Cirillo y Herbst (2012), no serfa posible con ldpiz y papel puesto que las
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informaciones requerirfan ser dadas previamente, porque en papel no existe la posibilidad de movimiento.
Ademis, la figura en la aplicacién permitié que los alumnos observaran una clase (figura) de trapecios, y
no solamente una Uinica representacion, un caso particular, un dibujo (Healy & Hoyles, 2001).

También llamamos la atencién sobre la deformacién de la figura. Segin Mariotti (2000), la no
deformacién de la figura puede garantizar geométricamente la demostracién de la proposicién, pues los
procedimientos légicos utilizados también necesitan ser considerados y aceptados, porque son
elementos de la teorfa. Por ejemplo, la construccién geométrica realizada para producir el trapecio
también posee el caricter dindmico, factor que implica en las variaciones de objetos que tendremos al
realizar la manipulacién del arrastre. Tal como subraya Mariotti (2000), en la accién de arrastrar, el
resultado es verdadero y la proposicién puede ser demostrada a partir de una demostracién geométrica.

Otro aspecto importante es el hecho de que los futuros profesores hayan explorado la funcién
del hallazgo y de la explicacién que la demostracién puede asumir, tal como Villiers (2001) destaca. El
proceso de investigacién y organizacién de los enunciados légicos es un momento importante de
hallazgos para los sujetos (Villiers, 2001). Ademds, la demostracién que ellos construyeron al final de la
actividad justifica la proposicién que elaboraron. En este sentido, percibimos que la demostracién fue
realizada primero, con el fin de justificar y verificar la hipétesis que ellos tenfan como proposicién.
Veamos la intervencién que confirma nuestra hipotesis: “41: Vamos primero a elaborar la proposicion.

No, es mejor que demostremos primero.” (Tabla 10).

Tabla 10
Didlogo del grupo 2 sobre la actividad (Parte 3) (Silva, 2017, p. 76)

Transcripcién: 00:04:14 — 00: 05:18 Imdgenes de la pantalla
A1: Ellas son congruentes. A|Al=]ls ament9
A2: ;Ellas se cortan en el medio?
A1: No. En el medio no. Sélo en el cuadrado es que se cortan
en el medio.
A3: En el cuadrado y en el rombo también.
Al: Esverdad.

A3: [ Pero lo moviste de nuevo! Ahora ellas ya no son iguales.

(manipulaciones de arrastres en la pantalla)
A1: 57 lo son, amigo. De la forma cdmo ella construyd, ellas

son siempre iguales... ;Eb! No.
A3: No lo son.
(A pesar de que los estudiantes piensan que los lados no

| DEREERNONEER

paralelos del poligono que arrastraron poseen medidas
diferentes, lo que ocurrié en realidad fue que, cuando ellos
seleccionaron los lados, ellos arrastraron la figura tan
sutilmente que no notaron que la medida no varié de un
lado para otro, fueron ellos quienes movieron nuevamente
la figura, al intentar medir)

A1: Son congruentes.
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A3: 57, son congruentes.

A1 (inicia leyendo el enunciado del item b y dice): ;Caray!
Vamos primero a elaborar la proposicidn. No, es mejor que
demostremos primero.

A2: ;57!

A3: Miren, yo sé que esas dos son paralelas y esas (...).

(en este momento del video no hay manipulaciones en la

pantalla)

Un punto negativo que notamos en el fragmento de la Tabla 10 es la fragilidad del movimiento en la
construccién, debido a la sensibilidad del dispositivo al toque en la pantalla, cuando son realizadas
manipulaciones muy sutiles, al punto de confundir las suposiciones de los estudiantes, tal como se verifica en
las siguientes intervenciones: “4 1: 57 lo son, amigo. De la forma como ella construyd, ellas son siempre iguales...
iEb! No”. “A3: No lo son.”. Ademds de ello, la caracteristica del aplicativo'® de no seleccionar a través del toque
directo en el objeto que se desea es un aspecto de reclamo recurrente en las implementaciones.

Con respecto a la construccién de la argumentacién en AGDcT, resumimos en la Tabla 11

discursos que ilustran el razonamiento de los alumnos y su desarrollo cognitivo.

Tabla 11
Sintesis de la argumentacion del grupo 2 (Silva, 2017, p. 77)

Extractos de la transcripcién Manipulacién (dominios)

A1l: Miren, puede ser un rectdngulo... sEse es un rectdngulo?
A3: No. Es un trapecio. C Relacional )

A1l: ;Siempre va a ser un trapecio?

A3: 57

Al: Entiendo. Entonces, jsiempre sevd un trapecio! (...)
A1l: jEllas son iguales!

A3: s Por qué? [Demuéstralo!
A1l: No lo sé demostrar, pero ellas son iguales.

1-&3: Entonces, proposicion 1: Las diagonales de todos los trapecios son Constructivo
iguales...son congruentes... Diagonales de un trapecio (...) -7

A3: Este de aqui da la medida a mano... Aqui da. Ocho coma cuarenta

y ocho, ocho coma cinco, ocho coma cinco, cinco siete cuatro, cinco siete cuatro
(5,74). iEs isosceles!
A1: Son congruentes.

A3: 87, son congruentes (...)
Al: Vamos primero a elaborar la proposicion. No, es mejor que < Relacional >
demostremos primero.

A2: ;57!

A3: Miren, yo sé que esas dos son paralelasy esas (...).

18 Al momento de leer este articulo, recomendamos al lector que relativice esta afirmacién, debido a que el desemperio del
dispositivo ya podria haber sido actualizado. Una pequena actualizacién puede derivar en un gran cambio en el propésito de
una tarea.
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En la Tabla 11, resulta evidente la importancia del didlogo del grupo, en conjunto con la
exploracién del AGDcT, en la construccién del razonamiento colectivo y en la elaboracién de la
demostracién matemdtica. Las palabras en negrita indican, de forma resumida, el camino recorrido por
el grupo. Expresiones como “puede ser un’, “Ese es ...2” nos indican las primeras hipétesis junto a la
manipulacién del arrastre. Posteriormente, la frase “sSiempre va a ser un...? ” nos muestra un cambio, es
decir, lo que antes era una duda comienza a ser aclarado con el incremento de conocimientos
matemdticos relacionados con el tema. Los futuros profesores llegan a una conclusién, cuando
comentan “Entiendo. Entonces, siempre serd..”. Formulan una nueva hipdtesis, pautada en
conocimientos ya observados en otra situacidén, como nos revelan sus intervenciones: “No lo sé
demostrar, pero ellas son iguales”, “Las diagonales de todos los trapecios son iguales”. En este momento,
detienen la formulacién de la proposicién para verificar otra hipdtesis (si el trapecio era isésceles): “Este
de aqui da la medida”, jEs isdsceles!” (manipulacion toque simple, dominio constructivo) y concluyen
su razonamiento: “S7 son...” Retoman la elaboracién de la proposicién, pero en esta ocasién comienzan
por la demostracién, como podemos notar en ‘elaborar la proposicion”, seguida de “demostremos

primero”.

CONSIDERACIONES FINALES

En este articulo, de cardcter sintético e integrativo de investigaciones publicadas, opté por
articular aspectos tedricos y ejemplos de tres estudios, con el propésito de facilitar la comprensién de los
resultados. Aunque haya seleccionado resultados de investigaciones orientadas hacia el trabajo con
cuadrildteros, en el grupo de investigacion que coordino hay tesis defendidas en las que se abordan otros
temas, tales como multi-numeracién (Marques, 2018), isometrfas (Assis, 2020) y rectas paralelas
cortadas por una transversal (Henrique, 2021). Igualmente hay estudios con recogida novedosa de datos
con el uso de aplicaciones méviles (Bairral ez a/., 2021, en prensa).

En AGDcT, hay momentos en los que la construccién del conocimiento es colectiva. En
realidad, muchas veces ocurre de esa manera, aunque la interaccién pueda ser una observacién atenta,
reflejada personalmente y/o compartida con alguien. Por lo tanto, nuestro disefio de tareas estd pensado
para estimular la percepcién matemdtica de los estudiantes y hacerlos recordar o descubrir propiedades
de los cuadrildteros. Aun asi, defendemos que un trabajo de esa naturaleza —ademds de no colocar la
solucién de los problemas del aprendizaje en los DMcTT- puede servir de inspiracion a los lectores para
que planifiquen actividades en AGDcT, proporcionando a los sujetos nuevas experiencias y formas de
construccion del conocimiento geométrico.

A partir de las tareas planificadas y de las interacciones establecidas entre los individuos y entre
éstos y el AGD en el smartphone, los alumnos fueron manipulando sus construcciones y observando

regularidades, de acuerdo con cada figura. Tal como se ilustra en las Tablas 2 y 6, las respuestas iniciales
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de los alumnos fueron estimulantes e hicieron surgir diversas ideas para luego ser justificadas. Ademds,
expresiones como mover, desplazary aumentar pasaron a componer un nuevo repertorio de los sujetos
con AGDcT.

Si bien los resultados aqui discutidos no provienen de una investigacién longitudinal, las tablas
(1,2,4,6,8,9,10y 11) muestran cémo el proceso formativo va potenciando en los estudiantes la mejora
de sus formas de desarrollar conceptos y analizar propiedades inherentes, y la mejora en los procesos de
justificacién y demostracién. Aunque estos procesos también carezcan de ensefianza, puesto que éstos
no son espontineos, puede ser interesante estudiar, tal vez, mediante un proyecto longitudinal, cémo
potenciar atin més procesos de demostracién en actividades con AGDcT.

Hemos utilizado dispositivos con rendimientos distintos (FreeGeo, Geometric Constructer,
GeoGebra, Sketchometry). Algunos pueden posibilitar sélo toques simples y otros toques multiples.
Estos rendimientos generan formas de movimiento o de construccién que deben ser consideradas en el
disefio de las tareas. Asf pues, se torna necesario contemplar esa diferencia y, por lo tanto, cada estudio
debe prestar atencién a la versién del dispositivo que se utilice. Ademds, un mismo AGD puede variar
su rendimiento en un computador o en un smartphone, como suele ocurrir con el GeoGebra. No es
importante que el profesor se preocupe en permanecer observando si los alumnos usan o no
determinados toques, pensados en la planificacién de la clase. Lo relevante es que el educador proponga
tareas que potencien hallazgos, reflexiones y el desarrollo del pensamiento matemitico.

La reflexién sobre la matemdtica que estin aprendiendo también lleva a los sujetos a avances
cognitivos y afectivos importantes. Todos adquieren mds control sobre su aprendizaje y desarrollan
criterios para supervisar su proceso. Esa capacidad de controlar y supervisar el proceso de aprendizaje
causa sentimiento de realizacién. La dimensidn afectiva es reflexiva, o sea, es el ser humano siendo
afectado. En palabras de Skliar (2014, p. 214):

Educar es sentir y pensar, no sélo la propia identidad, sino también otras formas posibles de vivir
y convivir. Si eso no sucediera en las escuelas, probablemente el desierto, el pdramo, la sequia

ocuparian todo el paisaje de los tiempos por venir.

Las tareas y la aplicacién permitieron que los alumnos manipularan, expusieran y registraran sus
ideas. Por lo tanto, dinimicas de trabajo como las ilustradas en este articulo pueden estimular y mejorar
exploraciones, conjeturas e investigaciones en el curriculo de geometrfa. Si prcticas como éstas fuesen
realizadas a lo largo de la Educacién Bisica, nuestros estudiantes tendrian un pensamiento matemdtico
mis potenciado y serfan ayudados, por ejemplo, en la construccién de demostraciones matemadticas
(Silva, 2017). Por ello, creemos que la articulacién entre tecnologfa digital mévil con toques en pantalla
y actividades planificadas adecuadamente para su uso puede proporcionar calidad en el aprendizaje y el

interés de los discentes por estudios mds avanzados en matemdtica.
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En definitiva, el disefio de la actividad contribuyé a la constitucién de demostraciones y a la
produccién de argumentos autorales de los futuros profesores, enriquecié la dindmica dialdgica entre
todos, asi como posibilitd la creacién y exploracién de objetos geométricos diferentes de los modelos
estindar y estdticos de los libros didécticos. Por lo tanto, nuestra investigacién (Silva, 2017) aporta
contribuciones did4cticas —con la implementacién de una dindmica interactiva y de andlisis compartida
de respuestas por el propio colectivo- y cognitivas, con la promocién y reflexién de nuevas formas de
justificar y generar procesos de demostracién, mediante recursos y estrategias variadas para mejorar el
conocimiento de futuros profesores de matemadtica.

A pesar de que no hemos realizado actividades que pudieran registrar el hallazgo de las
inclusiones de las clases de los cuadriliteros —por ejemplo, todo cuadrado es un rectingulo y, por
consiguiente, posee todas las propiedades de éste tltimo—, atn asf consideramos valiosos los debates y
cuestionamientos hechos durante las clases, ya que éstos contribuyeron a la construccién del
conocimiento de los alumnos sobre diferentes aspectos de los poligonos. Comparto, aqui, una
sugerencia mds de desarrollo de esta investigacién: analizar cémo los estudiantes establecen relacién de
inclusién de cuadrildteros, cuando las interacciones, la movilidad y los toques en pantalla entran en

escena.
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ANEXOS"

Anexo I: Ficha de sondeo inicial

Nombre: Edad?:

1) ¢Cudles son los nombres de los cuadriliteros que tienen:

&
N

¢Un tnico par de lados paralelos?

o
~

¢Dos pares de lados paralelos?

(g}
~

¢Cuatro 4ngulos rectos?

e

¢Cuatro lados de igual medida?

)
~

¢Un tnico par de lados opuestos de igual medida?
¢Dos pares de lados de igual medida?

x D

¢S6lo un par de dngulos rectos?

==

¢Dos dngulos agudos y dos obtusos?

—

¢Un tnico dngulo agudo y un tnico dngulo obtuso?

2) Sélo una de las siguientes frases es falsa. ¢Cudl?

a) El cuadrado es un paralelogramo.
b) El recténgulo es un paralelogramo.
c) Eltrapecio es un paralelogramo.
d) Elrombo esun paralelogramo.

e) Todo cuadrildtero tiene cuatro lados, cuatro vértices y cuatro dngulos.

 Los Anexos I, I, III, IV, V y VI son tomados de Bairral y Silva (2018). Por su parte, el Anexo VII es tomado de Arzarello e
al.(2013). Finalmente, el Anexo VIII es tomado de Assis (2020).
* Aunque la edad de cada alumno pueda ser informada en la primera ficha, optamos por dejarla como una posible

informacidn a ser obtenida en cada encuentro.
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Anexo II: Ficha de actividad 1

Nombre: Edad:

1) Construye un cuadrado en el FreeGeo sin usar la herramienta “poligono regular” y sin la ayuda
de la cuadricula:

a) Mueve libremente el cuadrado y realiza dos observaciones que consideres interesante.

b) ¢Es posible transformar tu cuadrado en un rectingulo? ;Qué hace diferente a un cuadrado
de un rectingulo?

c) Construye un rectdngulo.
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Anexo IIT: Ficha de actividad 2

Nombre: Edad:

1) Observa las figuras abajo.

a) Identifica cuadrados en las siguientes figuras:

VAN

b) Identifica rectingulos en las siguientes figuras:
c) Identifica rombos en las siguientes figuras:

<> <>T\/\

2) Construye en el FreeGeo un rombo y realiza tres observaciones: sobre sus lados, 4ngulos y

diagonales.
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Anexo IV: Ficha de actividad 3

Nombre: Edad:

1) Construye el siguiente cuadrildtero especial, siguiendo las instrucciones abajo:
a) Construye una recta AB.
b) Construye un punto C que no pertenezca a la recta AB.
c) Construye una recta que pase por los puntos By C.
d) Construye una recta paralela a AB que pase por el punto C.
e) Construye una recta paralela a BC que pase por el punto A.
f) Construye un punto D que sea interseccidn de las tltimas dos rectas que construiste.
g) Construye un poligono que tenga como vértices los puntos A, B, Cy D.
h) Haz clic sobre cada una de las rectas auxiliares y las ocultas.

2) Paramostrar la medida de loslados del cuadrildtero, construye los segmentos AB, BC, CD y DA.
Luego, muestra el valor de estos segmentos. Desplaza los vértices del cuadrilitero e investiga las
medidas de los lados. ¢Qué observas?

3) Para mostrar la medida de los dngulos internos del cuadrildtero, selecciona Angulo y haz clic
sobre los vértices en sentido horario. Desplaza los vértices del cuadrilitero e investiga las medidas
de los 4ngulos. ;Qué observas?

4) El cuadrildtero que investigaste se llama paralelogramo. ¢Por qué crees que esta figura tiene ese
nombre?

5) ¢Cudles son las caracteristicas de un paralelogramo?
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Anexo V: Ficha de actividad 4

Nombre: Edad:

1)

Construye el siguiente cuadrildtero especial, siguiendo las instrucciones abajo:
a) Construye una recta AB.

=}

) Construye un punto C que no pertenezca a la recta AB.

O

) Construye una recta paralela a la recta AB y que pase por el punto C.

d) Construye un punto D sobre la recta que pase por el punto C, tal como se ilustra en la figura
abajo:
B,_”///
.)/ -
A" 5
_— '/‘C/

e) Construye un poligono que tenga como vértices los puntos A, B, Dy C.

¢Cudntos pares de lados paralelos posee ese cuadrildtero?

Para mostrar la medida de los lados del cuadrildtero, construye los segmentos AB, BD, DC y CA.
Luego, muestra el valor de esos segmentos. Desplaza los vértices del cuadrildtero e investiga las
medidas de los lados. ¢Qué observas?

Para mostrar la medida de los dngulos internos del cuadrildtero, selecciona dngulo y haz clic sobre
los vértices en sentido horario. Desplaza los vértices del cuadrildtero e investiga las medidas de

los dngulos. ;Qué observas?

El cuadrilitero que investigaste se llama trapecio. ¢Cudles son las caracteristicas de este
cuadrildtero?

Desplaza los vértices hasta que los dos lados no paralelos del trapecio tengan la misma medida.
Ese trapecio es llamado trapecio isésceles. Haz un esbozo de la figura obtenida en el espacio
abajo, indicando las medidas de los dngulos y de los lados.

¢Qué observas en relacion a las medidas de los dngulos del trapecio rectingulo?
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Anexo VI: Ficha de sondeo final

Nombre: Edad:

1) Diga cudl(es) son los cuadrildteros (cuadrado, rectingulo, trapecio, rombo, paralelogramo) que

poseen:

IS
N

un unico par de lados paralelos.

Z

dos pares de lados paralelos.

(@]
~

cuatro dngulos rectos.

&

cuatro lados de igual medida.

(¢}
~

un unico par de lados opuestos de igual medida.

dos pares de lados de igual medida.

B D

s6lo un par de dngulos rectos.

= =

dos dngulos agudos y dos obtusos.
un unico dngulo agudo y un tnico dngulo obtuso.

—-

2) Sélo una de las siguientes frases es falsa. ¢Cudl?
a) Elcuadrado es un paralelogramo.

Z

El recténgulo es un paralelogramo.

(g}
~

El trapecio es un paralelogramo.

&

El rombo es un paralelogramo.
Todo cuadrildtero tiene cuatro lados, cuatro vértices y cuatro dngulos.

)
~

> La frase marcada anteriormente es falsa porque:

SN

Los rectingulos y los cuadrados tienen una misma propiedad. ¢Cudl?

N

Los rombos y los cuadrados tienen una misma propiedad. ¢Cudl?

¢Cudl es la diferencia entre los trapecios y los paralelogramos?

Una lista minima de propiedades de una figura contiene las propiedades suficientes y necesarias
para definirla. Por ejemplo, una lista minima para un cuadrado garantizard que la figura sea un
cuadrado, y, si cualquier propiedad fuese retirada de esa lista, la figura dejard de ser un cuadrado.

(9

Intercambia ideas con tus compafieros de grupo y escribe la lista minima de propiedades que
definen a cada tipo de cuadrildtero.

Cuadrado
Rectingulo
Rombo
Paralelogramo

Trapecio
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Anexo VII
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Anexo VIII

Manipulacién

Accién

Pausa, andlisis, reflexidn,
observacién, negociacién

Toque

Simple

Selecciona algin elemento de la
construccién o toque sobre la drea
de trabajo

Simple y fijo

Selecciona algin elemento y con
momento para analizar

Doble

Selecciona alguna herramienta
oculta (pero no mantiene fijo)

Arrastre

para arriba

Selecciona un elemento o
construccion y arrastra para arriba

para abajo

Selecciona un elemento o
construccion y arrastra para abajo

para la izquierda

Selecciona un elemento o
construccién y arrastra para la
izquierda

para la derecha

Selecciona un elemento o
construccién y arrastra para la
derecha

Ampliar

Zoom hacia afuera para visualizar

mejor la construccién

Reduccién

Zoom hacia adentro para visualizar
mejor el drea de construccién, la
propia construccién como un todo

u otros elementos

Rotacién

Con un dedo

Rotacién libre

Rota para la izquierda

Rota para la derecha

Uno fijoy
el otro en
movimient

o
Dos dedos

Fija un dedo y rota para la derecha

con el otro

Fija un dedo y rota para la izquierda
con el otro

Losdosen
movimient
o

Selecciona utilizando dos dedos y
rota para la izquierda

REERE®E ¥ ¥ fECES

Selecciona utilizando dos dedos y
rota para la derecha
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