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RESUMEN

Las investigaciones sobre el pensamiento proporcional han estado centradas en tres grupos de estudio: las
variables de orden cognitivo y de contexto; la estructura matemadtica; y lo antropoldgico y lo semidtico. En estas
investigaciones, la influencia de Piaget ha marcado cierta caracterizacién sobre el pensamiento proporcional,
como un aspecto que marca el paso de las operaciones concretas a las formales. Los posteriores enfoques
constructivistas han sido influenciados por la nocién kantiana del conocimiento matemdtico y su postura
idealista filoséfica de esta forma de pensamiento, centrando la atencién en el sujeto que aprende bajo principios
universalistas, ahistéricos y aculturales. Una nueva perspectiva de pensamiento proporcional, de tipo
neovigotskiana (materialista dialéctica), podria considerar al individuo mediante su praxis y la alteridad,
facilitando asf formas de colaboracién humana en el aula. Desde la Teorfa de la Objetivacidn, esta prictica
matemdtica se basa en una ética comunitaria, conformada por: la responsabilidad, el cuidado por el otro y el
compromiso por el trabajo conjunto. Este tipo de relacion ética entre los sujetos podria considerar el papel de
la creacién de subjetividades en la emergencia del pensamiento proporcional, para tratar de superar los enfoques
centrados en el individuo dentro del campo de investigacién.

Palabras clave: Teoria de la Objetivacién; Pensamiento proporcional; Etica comunitaria; Actividad matemdtica.

ABSTRACT
Research on proportional thinking has focused on three groups of study: cognitive and contextual variables;
mathematical structure; and anthropological and semiotic aspects. In these investigations, the influence of Piaget
has marked a certain characterization of proportional thinking, as an aspect that marks the passage from concrete
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to formal operations. Later constructivist approaches have been influenced by the Kantian notion of
mathematical knowledge and its philosophical idealist stance on this form of thinking, focusing attention on the
subject who learns under universalistic, ahistorical and acultural principles. A new perspective of proportional
thinking, of a neo-Vigotskian (dialectical materialist) type, could consider the individual through his praxis and
otherness, thus facilitating forms of human collaboration in the classroom. From the Theory of Objectification
this mathematical practice is based on a communitarian ethics, conformed by: responsibility, care for the other
and commitment to work together. This type of ethical relationship between subjects could consider the role of
the creation of subjectivities in the emergence of proportional thinking, in an attempt to overcome individual-
centered approaches within the research field.

Keywords: Theory of Objectification; Proportional thinking; Community ethics; Math activity.

RESUMO

As pesquisas sobre o pensamento proporcional tém-se centrado em trés grupos de estudo: as varidveis cognitivas
€ contextuais; a estrutura matemadtica; e as antropolégicas e semidticas. Nestas pesquisas, a influéncia de Piaget
marcou uma certa caraterizagio do pensamento proporcional como um aspecto que marca a passagem das
operagdes concretas as operagdes formais. As abordagens construtivistas posteriores foram influenciadas pela
no¢io kantiana de conhecimento matemdtico e por sua posi¢io filoséfica idealista sobre esta forma de
pensamento, centrando a atengio no sujeito que aprende sob principios universalistas, a-histéricos e aculturais.
Uma nova perspetiva neo-vigotskiana (materialista dialética) do pensamento proporcional poderia considerar o
individuo através de sua praxis e de sua alteridade, facilitando assim formas de colaboragio humana na sala de aula.
A partir da Teoria da Objetivagio, esta prética matemdtica baseia-se em uma ética comunitdria, constituida por: a
responsabilidade, o cuidado com o outro e 0 compromisso pelo trabalho conjunto. Este tipo de relagio ética entre
sujeitos poderia considerar o papel da criagio de subjetividades na emergéncia do pensamento proporcional, em
uma tentativa de ultrapassar abordagens centradas no individuo no campo da pesquisa.

Palavras-chave: Teoria da Objetivagio; Pensamento proporcional; Etica comunitéria; Atividade matemitica.

INTRODUCCION

En este articulo queremos mostrar una aproximacion al estado del arte de una investigacién
doctoral en curso; en ella indagamos por cudles son las relaciones que vinculan la emergencia del
pensamiento proporcional y las formas de interaccién social en un aula de quinto grado de la Educacién
Primaria, mediada por una ética de orientacién comunitaria. Para ello, se han revisado ciertos
antecedentes necesarios para el estudio en cuestion, pero analizados desde la Teorfa de la Objetivacién
(TO) y sus principios fundantes (Gobara & Radford, 2020; Radford, 2017a, 2018), con la intencién de
discutir algunos aspectos referidos a la constitucion de este tipo de pensamiento y sus posibles relaciones
con la creacién de subjetividades en el aula.

En cuanto a la constitucién del pensamiento proporcional en los escolares, en la investigacion se
deben considerar las formas de produccién de saber en el aula. Al respecto, observamos que su andlisis
es un asunto teérico-filoséfico; por ello, desde la TO consideramos algunos elementos ontoldgicos y

epistemoldgicos que nos brinda esta perspectiva de investigacién. Desde esta mirada es fundamental para
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la articulacién de sus constructos tedricos establecer gué es el saber, en qué consiste su naturaleza y como
llegamos a saber (Radford, 2017b, 2020).

No obstante, en la revisién de antecedentes, luego de la consulta bibliogrifica en bases de datos
y en didlogo con expertos en la TO, no hemos encontrado desde esta perspectiva investigativa un estudio
similar sobre el pensamiento proporcional. Por ello, hemos tomado como guia para nuestro trabajo los
tres momentos propuestos por Obando ez 2/. (2014), en relacién a la investigacion sobre la ensefianza y
aprendizaje de la razén, la proporcion y la proporcionalidad (RPP). Estos autores, al referenciar casi 60
afios de investigaciones sobre el tema, en su estado del arte proponen tres grandes grupos de estudios: 2)
Los procesos cognitivos, b) La estructura matemdtica y c) Lo antropoldgico y lo semidtico.

Luego de analizar estos tres momentos, nos enfocaremos en los estudios que abordan el
pensamiento proporcional en primaria. En el estudio principal se quiere vincular el desarrollo de esta
forma de pensamiento, como un apoyo del algebraico, aprovechando las posibilidades diddcticas que
permite el enfoque del Early Algebra de Kaput y Blanton (2000). Recordemos que el pensamiento
proporcional surge en el quinto grado y se consolida hasta el noveno grado de la Educacién Bésica
colombiana (MEN, 2006; Moreno et al., 2017; Obando ez al., 2014). Por tanto, nos resulta interesante
el hecho de estudiar la manera cémo surge en el dmbito escolar esta forma de pensamiento, ademds del
vinculo que tiene con el pensamiento algebraico y con el conocimiento informal de los escolares sobre
las RPP, particularmente en el quinto grado de la Educacién Bisica escolar.

Por otro lado, en lo referido a la creacién de subjetividades en el aula, vemos en este
conocimiento informal de los estudiantes sobre las RPP una estrecha relacién con este aspecto; en
consecuencia, se hace pertinente considerar cierto tipo de interaccién social entre los sujetos (aparte del
tipo de sujeto) que facilite formas de colaboracién entre los estudiantes en el aula, dada la marcada
orientacién en los diferentes enfoques del campo de la Educacién Matemdtica hacia el saber y no hacia
el ser (Miranda & Vergel, 2020), olvidando un asunto crucial en las formas de relacién entre los sujetos,
la ética. Es por esto que incorporamos dentro de la revisién de investigaciones aquellas que abordan el
asunto de la ética en el aula de matemdticas, para decantarnos por una de orientacién comunitaria,
acorde a los principios filoséficos de la TO.

Finalmente, ponemos en discusién ciertas cuestiones tedricas referidas a la nocién de
pensamiento imperante dentro del campo de la Educacién Matemadtica; esta dimension generalmente es
asociada a la psicologfa genética de Piaget. Desde la TO el pensamiento se conceptualiza como actividad
reflexiva y sensible mediada por los signos; es asf como se refleja y se materializa en acciones corporales
como: gestos, en cierto tipo de lenguaje y en general, por diversos medios semiéticos (Radford, 2006,
2014). Consideramos fundamental la categoria de pensamiento dentro de nuestro trabajo, dado que el
sujeto es analizado desde la TO a partir de la actividad, en concordancia con la postura materialista
dialéctica de Marx, porque creemos que el conocimiento debe ser considerado a partir de la praxis y no

de formas a priori, como lo sugiere Kant desde su filosoffa.
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ANTECEDENTES

A continuacién, se revisardn los tres momentos sobre investigaciones referidas a la ensefianza y
el aprendizaje de las RPP propuestos por Obando ez 4/. (2014), pero analizados desde los principios
teérico-filoséficos de la TO. Después de ello reportaremos investigaciones sobre la promocién del
pensamiento algebraico, a partir del pensamiento proporcional en el nivel de primaria. Finalmente,
mostraremos el asunto de la ética y suimportancia en el campo de la Educacién Matemdtica como fuente

para el estudio de la creacién de subjetividades en el aula.

A) EL PRIMER MOMENTO: EL PENSAMIENTO PROPORCIONAL VISTO DESDE UNA
PERSPECTIVA PIAGETIANA

Este momento en particular estd influenciado por los trabajos de Inhelder y Piaget (1958) sobre el
desarrollo del pensamiento l6gico; en particular el pensamiento proporcional (razonamiento)' es un
elemento constitutivo de la consolidacién de las operaciones formales en general. Esta forma de razonamiento
marca el paso del estadio de las operaciones concretas hacia las operaciones formales, alrededor de los doce
afios de edad del nifio. En este primer periodo de investigaciones (los procesos cognitivos), se habla mds del
pensamiento que del razonamiento proporcional, dada la influencia de la psicologfa genética; por ello,
dedicaremos mayor extensién en este escrito a este momento, dado nuestro propésito general.

Continuando con la visién de Piaget sobre el pensamiento proporcional, observamos que
para el autor la comprension de la proporcién comporta dos aspectos: uno légico y otro matemdtico.

Esto se explica porque:

Bajo el aspecto logico, la proporcion es un esquema que establece relaciones entre relaciones (una
razon es una relacion entre dos variables, y la proporcion una relacion de equivalencia entre dos
ragones) ¢ implica el recurso a una ldgica de segundo orden. Bajo el aspecto matemdtico, las
compensaciones cuantitativas asumen la forma de esquemas proposicionales de equivalencia
(coordinacion de los procesos de covariacion entre variables y sus respectivas compensaciones) que

permiten garantizar que en el proceso de variacion se conserve invariante un cociente o un producto

(ﬂ'i = ;CT, entonces xy’=x"y). (Obando et al., 2014, p. 62)

Para Piaget existen ciertas operaciones mentales que caracterizan cada estadio de desarrollo del

pensamiento 1égico; en general, algunas de ellas estdn asociadas al razonamiento proporcional. En el

! En palabras de Obando ¢ al. (2014), en este primer momento no hay mucha distincién entre razonamiento o
pensamiento proporcional.
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periodo de las operaciones concretas, el nifio usa las compensaciones aditivas en problemas asociados
con la multiplicacién y la proporcionalidad; por ello, antes del razonamiento proporcional, estd lo que
Piaget llama preproporcionalidad. Segtn Piaget, la preproporcionalidad se produce mediante funciones
de coordinacién, mientras que la proporcionalidad se basa en operaciones que pueden ser reversibles. La
principal diferencia entre funciones y operaciones es que las funciones son esencialmente irreversibles
(Piaget, 1978, 2017). Ya para el momento de las operaciones formales, el adolescente puede realizar
inferencias a partir de cierta informacién suministrada; por ejemplo, puede deducir un término
desconocido a partir de otros tres valores dados en una relacién proporcional.

Estos trabajos de Piaget han incidido en los desarrollos investigativos de este primer momento
de los procesos cognitivos, como lo explican Polus y Tourniaire (1985) en su estado del arte de la
literatura sobre el tema en aquellos anos 80. Este documento muestra cuatro apartados interesantes que
constituyen la estructura de su revisién documental: i) Las metodologfas utilizadas en los estudios de
razonamiento proporcional; ii) Las estrategias utilizadas para resolver problemas de proporcién,
incluidas estrategias erréneas; iii) Los factores que influyen en el desempefio en problemas de
proporcidn, tanto los relacionados con la tarea como los relacionados con los estudiantes; y iv) El
impacto de estas consideraciones en los estudios de formacién (Polus & Tourniaire, 1985).

Estos autores reportan estudios sobre diversos contextos de tareas usados para promover el
razonamiento proporcional, como: las tareas fisicas (viga de equilibrio, poleas acopladas y las
proyecciones de sombra), los problemas de tasa (consumo de combustible, Sr. Alto y Sr. Corto, zumo
de naranja y naranjas, pintores y paredes, patrones, etc.) y los problemas de mezclas (limonada, nueces
mixtas, zumo de naranja, arenas de dos colores, etc.)®. Claramente, desde esta época se puede ver en la
gestién de la ensefanza el uso de contextos inherentes a la fisica, la quimica, la estadistica, etc., otras
ciencias diferentes a las matemdticas; asi, el conocimiento sobre las RPP se muestra con hilos
conductores hacia otros campos del saber.

En cuanto a las estrategias utilizadas en la solucién de estos tipos de tareas, Polus y Tourniaire
(1985) reportan en la revision de la literatura de esta época, dos tipos: comparaciones versus valores
perdidos y explicaciones versus respuestas. Es interesante ver acd la necesidad de caracterizar dichas
estrategias empleadas por los estudiantes, tanto las exitosas como las que no lo son, dado que estas
muestran el despliegue de una manera de razonar frente a las situaciones que requieren el uso de dicha
forma de pensamiento. Afios después, investigadores como Ferndndez & Llinares (2012) concluyen que
el poder identificar este tipo de situaciones o contextos, es decir, aquellos que se resuelven por este tipo
de razonamiento, es a su vez una evidencia de dicho tipo de pensamiento en los estudiantes.

En lo que respecta a los factores que influyen en el desempefo en problemas de proporcidn,

Polus y Tourniaire (1985) indican que se deben hacer dos tipos de distinciones:

* Traduccidn propia.
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i) Las variables centradas en las tareas, tanto de tipo estructural de la relacién numérica en
problemas de proporciones (presencia de razones enteras, orden y complejidad numérica) y
las de tipo de contexto, aquellos problemas que varfan su estructura, pero mantienen las
condiciones contextuales.

ii) Las variables centradas en el estudiante, aquellas que consideran las caracteristicas de los
educandos, porque juegan un papel en el desempefio de problemas de proporcionalidad;
esto denota un foco sobre los procesos psicoldgicos involucrados en el razonamiento

proporcional, al considerar aspectos implicados en el pensamiento del estudiante.

Finalmente, Polus y Tourniaire (1985) sefialan la importancia de estas investigaciones en el
impacto que puedan tener en los programas de formacién de educadores, dado que se hace necesario un
cambio de enfoque en el curriculo y en las decisiones que deben tomar los docentes para la ensefianza de
las RPP. Es claro que el razonamiento proporcional no es un constructo unitario. Por tanto, es dificil
concebir una secuencia de ensefianza lineal. Por el contrario, el razonamiento proporcional debe
considerarse como una actividad polifacética y presentarse como tal. Pueden ser necesarios distintos
métodos para ensefiar el razonamiento proporcional, para diferentes estructuras numéricas y contextos.

Para Piaget, el pensamiento formal en general se consolida al pasar de la manipulacién concreta
alas ideas; ademds, el lenguaje (de las palabras o los simbolos matematicos, etc.) se usa como herramienta
para el pensamiento, sin necesidad de la percepcidn, la experiencia o las creencias (Piaget, 2017).

Adicional a lo anterior, en la visién de Piaget sobre el pensamiento proporcional, observamos
que para el autor la comprensién de la proporcién comporta dos aspectos, uno légico y otro matematico,
como se dijo anteriormente. Sin embargo, en la ensefanza se utiliza mds la naturaleza matemdtica de las
razones y proporciones, como un cociente o como una clase de equivalencia de dichos cocientes,
respectivamente; olvidando una caracteristica esencial de las razones y proporciones, estas son relaciones
de comparacién de magnitudes o nimeros (Guacaneme, 2002; Lamon, 1993; Singh, 2000). Asi mismo,
la comprensién del educador matemdtico sobre esta dualidad denota la necesidad de fortalecer su
conocimiento sobre el tema, porque este aspecto le permitird entender mejor los asuntos referidos a la
ensefianza y el aprendizaje de las RPP.

En este primer momento de la investigacién sobre la ensefianza y aprendizaje de las RPP surgen
los contextos y tareas empleadas para la ensefianza, como una forma de mostrar los vinculos de este saber
matemdtico con otros y asf denotar una perspectiva determinada en lo que se refiere al saber matemidtico
puesto en juego en la solucién de este tipo de tareas, mediante ciertas estrategias y esquemas.

Sin embargo, desde la TO tenemos una vision distinta en cuanto al saber y al conocimiento, en
cuanto al papel de la alteridad en las formas de conocer del sujeto. Dar cuenta del aprendizaje exige,
necesariamente, el hacer una distincién entre saber y conocimiento. El saber lo entendemos como

potencial y el conocimiento como una actualizacién de ese saber, de acuerdo a las categorias de
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Aristételes presentes en el materialismo dialéctico. Adicional a ello, de acuerdo con Lévinas (2002), el
sujeto debe reconsiderar el papel de los otros en la manera de acceder al conocimiento, debe liberarse de
su totalidad e ir hacia la exterioridad, hacia el infinito. En cuanto a estas dos categorfas fundamentales de
la TO, nos preguntamos ahora: ¢{Cudl es el papel del Otro en la transformacién de ese saber en
conocimiento en el aula de matemdticas? Desde la perspectiva de esta actualizacion del saber en
conocimiento, ¢Cudles son las limitantes presentes en el aula en cuanto a las formas de produccién de
saberes asociadas con una visién individual del ser?

Desde las teorfas en Educacién Matemdtica basadas en la psicologia genética de Piaget, el saber
es visto como una construccion. Para estas teorfas, “el saber es aquello que resulta de las acciones del
individuo. Es una construccién intelectual, personal, subjetiva. El saber es construir algo” (Radford,
2020, p. 29). Esta nocién del saber como construccidn estd presente en la cultura y en el campo educativo
desde la incursién de la psicologia genética de Piaget, en concordancia con las ideas de Kant sobre la
construccion del conocimiento de las matemdticas. A su vez, el racionalismo del siglo XVII ha permitido
la consolidacién del sujeto como centro del conocimiento, a partir del buen uso de la autonomia y de las
libertades sociales que se garantizan por la sociedad. Por ello, el proyecto social de estas teorfas es
neoliberal, basado en el respeto porla libertad individual; esta condicidn es estructurada en la posibilidad
de eleccién que tiene el ser (como individuo), ademds de estar garantizada por el aparato legal, politico y
econdémico. En concordancia, el énfasis de trabajo se ha puesto en el sujeto que conoce, “mds
especificamente, en la comprensién de las maneras idiosincrdsicas en las cuales los estudiantes
construyen su propio saber” (Radford, 2020, p. 28).

De esta revision se destaca ver en los diversos trabajos de este tiempo, una visién del
razonamiento proporcional como una capacidad global, o una manifestacién de una estructura
cognitiva general. Asf mismo, esta capacidad se muestra como una perspectiva més diferenciada que se
centra en describir los procedimientos utilizados en el razonamiento proporcional y cémo se utilizan,
influenciada por la tarea y los pardmetros constitutivos de los sujetos.

De este primer momento que sefialan Obando ez a/. (2014), el de los procesos cognitivos,

destacamos desde la perspectiva de investigacién de la TO que:

e Elsaber se presenta como una elaboracién mental (construccién), donde el sujeto posee un
esquema o secuencia de acciones que le conducirdn a producir cierto conocimiento; y el
aprendizaje se muestra como la modificacién cognitiva o especializacién de dichos esquemas,
es decir, el sujeto posee ciertas estructuras mentales previas que son modificadas a partir de un
proceso de “adaptacién”; por tanto, el sujeto construye su propia representacion de la realidad.

e Esta adaptacién del sujeto al medio que le permite su aprendizaje se logra mediante unos

mecanismos universalistas del conocimiento, y estos principios son los mismos en todos los
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diferentes periodos de la humanidad y en todos los seres humanos. Visto asi, el saber se
presenta como ahistdrico.

e Los procesos de razonamiento de los sujetos en una determinada comunidad se
muestran separados de los procesos culturales que alli se desarrollan. Es decir, el saber

considerado es acultural.

B) EL SEGUNDO MOMENTO: EL SABER SOBRE LAS RPP VISTO COMO UNA FORMA
DE ESTRUCTURA MATEMATICA

Dado el desarrollo de la Did4ctica de las Matemdticas alcanzado en los afios 90, se produce un
nuevo giro en este campo de las investigaciones sobre el razonamiento proporcional. Como lo sefialan
Obando ez al. (2014), ademds de las variables de orden cognitivo y de contexto mostradas en el anterior
momento, entran en juego ahora asuntos de orden epistemoldgico relativos a la estructura, organizacion
y naturaleza del conocimiento matemdtico. As{ pues, el conocimiento matemdtico se convierte en una
variable fundamental; en particular, los andlisis diddcticos sobre el aprendizaje y ensefianza de las RPP se
centran en asuntos epistemoldgicos, para abordar las investigaciones de una forma mds integral.

Las investigaciones de este momento se centran especialmente en: los procesos cognitivos
implicados en el aprendizaje de los nimeros racionales; el razonamiento proporcional en los procesos de
aprendizaje en los nifios en edad escolar; la aritmética de las cantidades implicadas; la estructura cognitiva
y did4ctica del pensamiento multiplicativo; y en el campo conceptual de las estructuras multiplicativas. En
este momento especifico de las estructuras, en lo que respecta a las investigaciones relacionadas con el
razonamiento proporcional, se identifica la importancia o papel central que toma el conocimiento de los
ndmeros racionales en la consolidacién de esta forma de pensamiento. Concretamente, se pasa de
comprender el razonamiento proporcional, como la habilidad de aplicar consistentemente los conceptos
de razén y proporcién en asuntos referidos a la proporcionalidad directa (hallar la cuarta proporcional, por
ejemplo), a considerar aspectos cognitivos y metacognitivos implicados en esta forma de pensamiento. Al
respecto, Obando ez al. (2014) distinguen tres procesos implicados: el razonamiento por analogfas, la
solucién de problemas rutinarios de proporcionalidad y la conciencia metacognitiva de la linealidad.

De este momento debemos anotar, dado nuestro enfoque investigativo de la TO, que el saber y
el conocimiento no surgen o son el resultado de estructuras de tipo epistémico que olvidan la cultura
para su consolidacidn. Por el contrario, en concordancia con Radford y Silva (2021), estas estructuras
son producto de una forma cultural instaurada socialmente, a partir de reflexiones y acciones
incorporadas por los sujetos en sus pricticas; a su vez, estin mediadas por el lenguaje y la interaccion
social, por medio de signos y otros instrumentos.

Asi pues, la estructura, organizacién y naturaleza del conocimiento sobre las RPP deben considerar

el influjo de la cultura de los individuos en sus respectivos grupos sociales (no puede ser acultural), ademds

Revista Venezolana de Investigacion en Educacion Matemdtica (REVIEM), 3(3), 2023, pp. 1-21 - €202313 8



EL PENSAMIENTO PROPORCIONAL Y LA FORMACION DE SUBJETIVIDADES EN EL AULA...

de las transformaciones que puedan tener dichas estructuras para su consolidacién a lo largo del curriculo
de las matematicas escolares, asi como el proceso natural de cada individuo al consolidarlas e incorporarlas

a su pensamiento, a partir de signos y artefactos culturales (no puede ser ahistérico).

C) EL TERCER MOMENTO: LA ACTIVIDAD DE LA CLASE Y EL ASUNTO CULTURAL
DESDE LO ANTROPOLOGICO Y LO SEMIOTICO

A principios de los aflos noventa aparecen en el campo de la Diddctica de las Matemdticas dos
nuevos enfoques tedricos: la Teorfa Antropoldgica de lo Didéctico (TAD) y la perspectiva de las
representaciones semidticas; estas perspectivas de investigacion brindan nuevas formas de comprension
sobre el aprendizaje y la ensenanza de las RPP. Desde el marco de la TAD, las razones, las proporciones,
la proporcionalidad y los nimeros racionales se aprecian en “términos de Organizaciones Matemdticas
(OM) complejas, definidas por tipos de situaciones, pricticas matemdticas, técnicas, tecnologfas y
teorias, estructuradas alrededor de praxeologfas institucionalmente situadas” (Obando ez 4/., 2014, p.
70). Vista asi, la diddctica de las RPP como actividad humana o praxeologia regularmente constituida en
los grupos sociales puede describirse en términos muy precisos.

En este tercer momento de la investigacion sobre la ensefianza y aprendizaje de las RPP, los
mismos autores destacan desde la TAD los trabajos de Bosch (1994) y Garcia (2007) que muestran un
conjunto de problemdticas, centradas en un saber de referencia, que puede denotar la causa de los
problemas de comprensién de los estudiantes, respecto a la proporcionalidad directa en el nivel de

educacién bdsica. Estos trabajos muestran que:

e Muchos estudios propuestos para la ensefianza de la proporcionalidad estin centrados en
dmbitos puramente numéricos, desligando la riqueza de este concepto de las relaciones
funcionales y de otros saberes presentes en el curriculo de matemiticas e incluso en otras
dreas del conocimiento, como por ejemplo las ciencias naturales.

e Las praxeologias identificadas muestran un constructo adecuado en cuanto a la
proporcionalidad directa inversa y compuesta; sin embargo, estas no se relacionan con otras
praxeologias mds generales. Es decir, se muestran de forma aislada y con un deficiente nivel de

algebrizacién, carentes de los elementos tedrico-tecnoldgicos que permitirian su integracién.

No obstante, este tipo de praxeologias se encuentran desligadas del sujeto y produce varios tipos
de alienacién en el sentido de Marx. Al respecto, Radford (2016) sostiene que dos grandes corrientes en
Educacién Matematica son alienantes: los modelos de tipo transmisivo y los de tipo progresista. En este

sentido, la TAD? busca atender las necesidades y potencialidades de los estudiantes, mediante el desarrollo

3 Esta teorfa tiene sus origenes en los trabajos de Brousseau de la década delos 80y, en palabras de Radford, puede considerarse
un enfoque progresista.
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de la personalidad y la individualidad de los sujetos; por ello, desde la misma teorfa, a este individuo se le
denomina sujeto epistémico. Es decir, este individuo, el sujeto kantiano, es el centro de la actividad
cognitiva; €l es un ser racional con la capacidad para pensar y actuar de manera auténoma, responsable de
sus propios actos y posee la libertad de elegir su comportamiento de acuerdo a unos principios morales
universales y racionales (Kant, 2003), mientras que el sujeto presente en la TO es histérico-cultural. En
palabras de Marx (2015), solo a partir de la praxis el sujeto interpreta la realidad como dindmica y
cambiante, en continua transformacién. Es en este punto que las formas de produccién de saberes en el
aula evidencian de manera mds notable varios sentidos de la alienacién de Marx. Los estudiantes sienten
alienacién por el producto de su trabajo (conocimiento), porque este no surge de la necesidad de los
individuos, ni tampoco brinda satisfaccién como forma de expresién humana (Radford, 2016). Por otro
lado, la misma actividad del aula de clases resulta alienante para los estudiantes, dado que ellos no han
participado en el disefio de la misma, ni en el planteamiento de las metas de aprendizaje.

Desde la perspectiva de las representaciones semidticas, Obando er a/. (2014) sefialan la
focalizacién de los estudios en las interpretaciones semidticas de los objetos, razén y proporcién
matemdtica. Durante este periodo, al igual que durante mucho tiempo en el campo, se ha
privilegiado el asunto de la cuantificacién o cdlculo de la razén como un cociente, dejando de lado
un aspecto fundamental, el de relacién de comparacién de dos magnitudes o cantidades
(Guacaneme, 2002; Moreno et a/., 2017; Singh, 2000).

Para este tercer momento de investigaciones sobre las RPP se da un giro interesante bajo nuestro
punto de vista en la Didéctica de las Matemdticas, dado que los enfoques cognitivos anteriores del
desarrollo del pensamiento proporcional no consideraban las variables contextuales en su constitucion.
En concordancia con Obando ez 4/. (2014), estas variables asociadas a los contextos se convierten en
componentes estructurales del desarrollo dado que, hasta ese entonces, la interaccién social, por ejemplo,
era tomada como catalizador de la evolucién del pensamiento del individuo. Emergen asi en el dmbito
de la Didictica de las Matemdticas los enfoques socioculturales a finales de los 90, privilegiando que el
conocimiento se consolida en los diversos grupos sociales y es producto de esa misma cultura. Asi mismo,
esta nueva perspectiva en investigacién matemdtica se consolida desde una mirada filoséfica diferente a
la usual dentro del campo (de tipo idealista), los procesos mentales de los individuos no surgen de forma
universal y genérica (no son aculturales) y son el resultado de ciertas trasformaciones y tensiones a lo
largo de distintos periodos de tiempo dentro de los diversos grupos sociales (no son ahistéricos).

Finalmente, luego de revisar los tres momentos en la investigacién sobre la ensefianza y
aprendizaje de las RPP propuestos por Obando ez a/. (2014), debemos decir que no encontramos una
nocién de pensamiento diferente a la desarrollada desde los enfoques cognitivos, basada en los trabajos
de Piaget sobre el pensamiento proporcional. Por tal razén, enunciamos que nuestro propdsito es
indagar sobre el pensamiento proporcional desde la perspectiva de la TO. Desde esta perspectiva, el

pensamiento en general se considera como actividad reflexiva y sensible mediada por los signos y, por
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tanto, esta se refleja y se materializa en acciones corporales como: gestos, en cierto tipo de lenguaje y en
general, por diversos medios semidticos (Vergel, 2015). Estas formas de pensamiento proporcional, que
emerjan de las actividades disenadas en nuestra investigacién principal, asi como las formas de relacién
entre los sujetos, se analizardn a partir de la manera cémo evolucionan estos medios semidticos,

observando el vinculo entre lo corpéreo, la percepcién y el uso de simbolos.

D) EL PENSAMIENTO PROPORCIONAL EN PRIMARIA

Dado que el estudio principal se enfoca en el nivel del quinto grado, al vincular el
pensamiento proporcional con el pensamiento algebraico, veremos a continuacién algunas
investigaciones que reportan dicha relacién.

Por ejemplo, Butto y Rojano (2010) en su estudio del pensamiento algebraico temprano
“introducen las ideas algebraicas en dos versiones: pre simbdlica (relacionada con la idea de variacion
proporcional) y simbdlica (en tareas de encontrar y expresar una regla general en el lenguaje Logo)” (p.
59). En la secuencia didictica que disefian las autoras, los estudiantes de 10 y 11 afios resuelven tareas de
variacién proporcional y generalizaciones, lo que indica dos rutas de acceso al dlgebra: i) la conexién
entre el razonamiento proporcional, la variacién proporcional, la nocién de relacién funcional y las
cantidades en general (Radford, 1996), y ii) los procesos de generalizacidn, a partir de la percepcidn, la
expresién y la escritura de patrones gréficos, numéricos y figurativos. La primera ruta aprovecha la
familiaridad que tienen los estudiantes con el contenido curricular de este nivel sobre el razonamiento
proporcional y lo conecta con los otros aspectos referidos, mientras que la segunda ruta promueve la
percepcidn, expresion y escritura de patrones gréﬁcos, numéricos y ﬁgurativos, asociados a procesos de
generalizacién (Butto & Rojano, 2010).

Por otro lado, desde una perspectiva psicolgica, Rogalski (1985, citado por Kieran & Filloy,
1989) da cuenta de una investigacién sobre el aprendizaje del dlgebra con estudiantes de 11 a 13
anos, en un entorno de aprendizaje mediado por computadoras. En esta investigacién, los
estudiantes se enfrentan a una tarea que posiblemente implicarfa el uso del razonamiento
proporcional, sin embargo, ellos no lo hacen y recurren a otras formas de razonamiento,
desarrollando escalas e intervalos a partir de lo que observaban en la pantalla. Conviene preguntarse
ahora, qué formas de pensamiento usaron los estudiantes en dicho estudio al resolver las tareas
asignadas y que implicaciones trae este resultado para nuestra investigacion.

Creemos, al igual que Vergel y Rojas (2018), que desde la aritmética también se puede trabajar
en la ensefianza con cantidades desconocidas y con procesos de variacién. Concretamente desde la
proporcionalidad, dada la relacién entre magnitudes con unidades multiples, que puede tener
conexiones con la geometria y con otros contextos matemdticos o de situaciones donde se proponga la
covariacién. Estos mismos autores sostienen que tareas con conteos de unidades multiples, tipo “de 2 en

2,de 3 en 3, de 4 en 4, etc.”, realizados hacia adelante o hacia atrds, asi como las relaciones “uno a uno”
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o “uno a varios”, posibilitan la emergencia de variadas estrategias de solucién, no sélo para situaciones
del tipo aditivo, sino también para aquellas del tipo multiplicativo, ademds de aportar informacién sobre
las formas de razonar y la comprensién de situaciones que involucran los conceptos de razén y
proporcién (Vergel & Rojas, 2018).

Trabajos como éstos ejemplifican para nosotros el uso de ciertas herramientas primarias de
andlisis, y a la vez guardan relacién con el pensamiento proporcional de los estudiantes de la
educacion bdsica, antes de enfrentarse al estudio del dlgebra escolar. Por ello, son un precedente
investigativo que debe revisarse a cabalidad, porque modelan de alguna forma un camino de trabajo
en cuanto a consideraciones, dificultades y oportunidades, en el estudio de la ensefianza y
aprendizaje de las RPP, bajo este enfoque.

Desde otra mirada, el EOS*, Burgos y Godino (2019) elaboran en su investigacién un andlisis
de las respuestas de alumnos de quinto curso de primaria, quienes desarrollan por primera vez tareas
de proporcionalidad. Los autores estudian los procedimientos usados, las representaciones, los
argumentos y las evidencias mostradas por los estudiantes al desplegar el proceso de generalizar.
Aunque este enfoque de investigacién no es de nuestro interés, si lo son las reflexiones hechas por los
autores al elegir o considerar las tareas para los alumnos, porque se pretende hacer un disefio de
actividades en nuestra propuesta.

Finalmente, Lundberg (2022) explora cémo los estudiantes de 12 y 13 afios encuentran el
razonamiento proporcional mientras trabajan con tareas de patrones geométricos utilizando materiales
concretos, como palillos y otros elementos manipulables. En medio del trabajo colaborativo, los
estudiantes de esta investigacion muestran de manera espontdnea sus estrategias de solucion al desarrollar
tareas de patrones numéricos por primera vez. El estudio de esta autora se basa en analizar las trayectorias
hipotéticas de aprendizaje y aquellos pequefios momentos donde se gesta y desarrolla el aprendizaje de
los alumnos (andlisis micro genético). Ella concluye en su estudio que la mayorfa de los grupos de trabajo
en el aula pudo avanzar a lo largo de toda la trayectoria hipotética de aprendizaje, aunque al enfrentar

desafios, los estudiantes retrocedieron a técnicas mds simples ya conocidas.

E) LA ETICA EN EL AULA DE MATEMATICAS

El asunto de la ética en el aula de matemidticas no ha sido un aspecto muy explorado en la
investigacién del campo. Sin embargo, para nuestro propdsito, queremos reportar algunos estudios
sobre el asunto de la alienacién en el aula de matemdticas y sobre la ética comunitaria.

Radford (2016) en su trabajo sobre la alienacién en el aula de matemdticas plantea una estructura
para el andlisis de la alienacién, basindose en los principios filoséficos del materialismo dialéctico de la

obra de Marx. Estos son sus componentes:

* Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccién Matemdticos.
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a) Un preciso concepto antropoldgico de sujeto;
b) Un concepto especifico de trabajo; y

¢) Una relacién precisa entre los individuos y los objetos que producen mediante la actividad.

Es oportuno senalar que el concepto de trabajo de la obra de Marx se puede extrapolar al
contexto educativo, como la actividad que realizan los individuos en el salén de clases de matemdticas;
mientras que el producto del trabajo corresponderia al saber o conocimiento, dependiendo del tipo de
perspectiva en Educacién Matemdtica. Asi pues, la actividad matemdtica y su producto, el saber,
constituyen dos elementos para determinar el andlisis de la alienacién en el aula de clases, bajo la
estructura propuesta por Radford (2016).

Por otro lado, Radford y Lasprilla (2020) elaboran un trabajo muy interesante, acerca de la
necesidad de investigar sobre el asunto de la ética, al considerar la ensenanza-aprendizaje de las
matemdticas. Generalmente, la investigacién del campo ha estado orientada a las formas de produccién
de saber, no asf a la creacién de subjetividades. Para este asunto resulta fundamental analizar el tipo de
ética imperante en el aula de matematicas, asi como las posibilidades de considerar cierto tipo de relacién
entre los sujetos que posibilite mejores formas de colaboracién humana o al menos no tan alienantes.

Finalmente, Lasprilla ez 2/. (2021) plantean ciertos vectores para investigar sobre el asunto de la
ética comunitaria: la responsabilidad, el cuidado por el otro y el compromiso por el trabajo conjunto. A
su vez, se establecen ciertos descriptores necesarios para poder analizar cada uno de los vectores, lo que
se constituye a su vez en una herramienta investigativa para el estudio de esta forma particular de relacién

de los sujetos, desde el Yo hacia los Otros.

DOS FORMAS DE PENSAMENTO DIFERENTES EN EL CAMPO DE LA
EDUCACION MATEMATICA

En el campo de la Educacién Matemdtica se ha visto una importante influencia de la psicologfa
genética de Piaget, en cuanto a las explicaciones dadas acerca de cémo se produce el desarrollo cognitivo y
el aprendizaje (Obando ez al., 2014). Asf mismo, diversos investigadores coinciden en la importancia del
lenguaje para la consolidacién del pensamiento. Claramente hay una fuerte relacién entre el pensamiento
y el lenguaje, dado que la comunicacién del individuo juega un papel fundamental en su desarrollo
cognitivo; en este aspecto concuerdan Vygotsky y Piaget. Sin embargo, para Piaget el desarrollo del
pensamiento se centra mds en la accién como via para llegar a la palabra, mientras que para Vygotsky la
palabra misma (como unidad del lenguaje) es una herramienta de desarrollo en la consolidacién de las
operaciones psicolégicas superiores (Wertsch, 2014). Esto claramente muestra para nosotros dos formas
de consolidar y ver el pensamiento durante el desarrollo cognitivo del individuo. En particular, queremos

explorar el pensamiento proporcional desde una mirada diferente a la piagetiana.
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Para Kant (2005), el pensamiento puede ser entendido como la capacidad racional de la mente
humana para comprender y organizar la informacién y la realidad, a partir de las ideas. Por tal razén, el
pensamiento es el sustento para el conocimiento y la comprensién, porque permite a los seres humanos
reflexionar sobre el mundo y su propia naturaleza. En particular, la perspectiva kantiana del pensamiento
matemdtico es asumida por Piaget cuando retoma el concepto de Kant (2005) sobre las matemadticas:
“las matemiticas [...] no derivan su conocimiento de los conceptos sino de la construccién de los
mismos” (p. 427). De esta forma, el constructivismo y las demds teorfas influenciadas por €l centran su
nocién del conocimiento matemdtico y de pensamiento desde una perspectiva kantiana. Ahora bien, en
la Educacién Matemdtica se distinguen diversos tipos de pensamiento: aritmético, multiplicativo,
algebraico, proporcional, probabilistico, etc., cada uno de ellos con sus particularidades especificas
asociadas a los objetos matemdticos implicados y las habilidades necesarias para su comprensién, pero
con cierta mirada comun, la piagetiana.

En lo que respecta al pensamiento proporcional, se considera como la capacidad racional usada
para relacionar y comparar dos o mds magnitudes o cantidades proporcionalmente; este tipo de
pensamiento infiere la comprension de la relacidn establecida entre dos razones matemdticas, lo que
implica la capacidad de abordar satisfactoriamente problemas referidos a proporciones, fracciones, tasas
y porcentajes (Ferndndez & Llinares, 2012; Lamon, 2012; Perry ez a/., 2003). A su vez, esta capacidad es
puesta a prueba por los estudiantes a lo largo del curriculo escolar, como en la promocién del
pensamiento algebraico, por ejemplo.

Igualmente, el considerar un sujeto kantiano infiere un enfoque idealista de la relacién sujeto-
objeto de conocimiento e implica ver una perspectiva individualista del aprendizaje. El sujeto es el centro
de la cognicién y su entorno es visto como un medio para lograr el conocimiento, mientras que la
interaccién social repercute en la manera como el individuo conoce (Radford, 2020), pero olvidando a
los otros en la forma como ellos deberfan aprender a la par de él. Estos principios son universales para
todos los individuos, dada la nocién de imperativo categérico de Kant.

Por el contrario, Marx en la tesis 6 sobre Feuerbach plantea una nueva visién del ser humano:
“La esencia humana es el conjunto de las relaciones sociales”. Esto plantea dos reflexiones: no existen
dos sujetos iguales, dado que no hay dos seres con relaciones sociales iguales; y el sujeto se transforma,
debido a que sus relaciones sociales van variando a lo largo de su vida. Estas dos consideraciones son
asumidas desde la TO, dado el materialismo dialéctico, lo que implica que el estudiante no puede ser
genérico; tampoco puede olvidarse del asunto sociocultural en las relaciones de alteridad y su
desarrollo cognitivo debe verse de forma histérica.

De ahi que, desde la TO, consideramos un sujeto histérico-cultural, mientras que la actividad,
como forma de expresién humana, se considera una categoria central en el andlisis investigativo desde
nuestra perspectiva dado que, en la praxis, la realidad se interpreta como dindmica y cambiante, en

continua transformacién, de acuerdo con el materialismo dialéctico de Marx. Recordemos que Marx
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invierte el sistema filoséfico de Hegel (1966) en su apreciacién de la realidad objetiva y de la misma
dialéctica. Ademds, la actividad estd mediada por diversos elementos semidticos, complementarios al
lenguaje verbal, en una consideracién multimodal de la cognicién humana, mds amplia que la
perspectiva influenciada por Piaget (Arzarello, 2006).

Por otra parte, desde la TO, el pensamiento se conceptualiza como actividad reflexiva y sensible
mediada por los signos, la cual se refleja y se materializa en acciones corporales, como: gestos, en cierto
tipo de lenguaje y en general, por diversos medios semidticos (Radford, 2006, 2014). En consecuencia,
nuestro estudio principal enunciard las caracteristicas del pensamiento proporcional desde esta mirada,

mds amplia que la usual, asi como las relaciones de estas con las formas de interaccién social.

CONCLUSIONES Y DISCUSION

Luego de la revisién minuciosa de los diferentes antecedentes investigativos, se pueden establecer
ciertas consideraciones que surgen de este andlisis, objetando claramente que los principios
epistemoldgicos y filoséficos de la TO orientan dichas ideas.

En primer lugar, de acuerdo con los momentos que clasifican las diversas investigaciones sobre la
ensefianza y aprendizaje de las RPP planteados por Obando et a/. (2014), podemos reportar que la nocién
mis usual en la literatura sobre el tema es la de razonamiento y no la de pensamiento proporcional. Tanto
asi que, al hablar del momento de los procesos cognitivos, no hay mucha distincion entre las dos nociones
conceptuales. No obstante, hemos resaltado la importancia de hacer distincién entre dos formas diferentes
de pensamiento proporcional, la piagetiana y la neovigotskiana. La primera perspectiva es imperante
dentro del campo de la Educacién Matemdtica, de corte filoséfico idealista; mientras que la segunda tiene
un enfoque mds amplio de la cognicién humana y es de tipo filoséfico materialista.

En segundo lugar, esta influencia racionalista de Kant y ala vez idealista sobre el trabajo de Piaget,
en relacién al aprendizaje de las matemdticas, ha suscitado un foco sobre el individuo mismo que, a partir
de la razén y las ideas, considera el saber como una construccién mental. Este factor ha incidido a la vez
en la manera cémo se investigan los fenémenos de la ensefianza y aprendizaje de las RPP los tltimos 60
afos, mostrando el saber como una elaboracién mental (construccion), y el pensamiento proporcional
se configura a partir de esquemas o secuencias de acciones dispuestas a producir cierto conocimiento;
por tanto, el aprendizaje sobre este tépico tan relevante de las matemdticas se muestra como una
modificacién cognitiva o especializacién de estos esquemas (adaptacién).

En tercer lugar, se observan, a partir de la psicologia genética de Piaget y los enfoques en
Educacién Matemdtica de tipo constructivista, ciertos principios universalistas sobre el
conocimiento, sin importar el momento histérico de los grupos humanos, ni tampoco la influencia
de la dimensidén sociocultural en la génesis del desarrollo del pensamiento proporcional de los nifios.
De esta forma, los procesos de razonamiento de los sujetos de un determinado grupo humano se

muestran de forma ahistérica y acultural.
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En cuarto lugar, el saber y el conocimiento sobre las RPP no surgen o son el resultado de
estructuras de tipo epistémico que olvidan la cultura de los sujetos para su consolidacién, dado que el
conocimiento matemdtico mismo ha tomado un considerado periodo de tiempo para su refinamiento
y sintesis; ademds, ha surgido como producto de una forma cultural instaurada socialmente, mediante
reflexiones y acciones que los sujetos han desarrollado a partir de sus practicas. Esto ha sido posible a
partir del lenguaje y la misma interaccién social de los individuos que, mediante ciertos medios
semidticos, han consolidado dicho conocimiento sobre las RPP. Igualmente, la estructura,
organizacién y naturaleza del conocimiento sobre las RPP no puede mostrarse de forma acultural y
ahistdrica al momento de la ensefianza.

En quinto lugar, desde la TO, mediante la prictica matemdtica (actividad), el sujeto interpreta
la realidad como dindmica, en constante cambio y transformacién. Asi mismo, a partir de ella y del papel
de la alteridad en su constitucidn, es que el saber que circula por la clase se puede trasformar en
conocimiento. Esta situacién particular considerada desde la TO (el sujeto histérico-cultural y la labor
conjunta) permite el coposicionamiento de los estudiantes y el profesor, asi como la creacién de
subjetividades. Por tal razdn, al no existir en el campo de la Educacién Matemdtica un estudio similar, se
hace necesario investigar sobre la epistemologfa misma del conocimiento de las RPP y su vinculo con
una interaccion social en el aula que no sea alienante.

Finalmente, la labor conjunta dentro de la TO permite la consideracién de ciertas formas
particulares de interaccién social entre los sujetos, basadas en la responsabilidad, el cuidado por el otro y
el compromiso por el trabajo conjunto. Esto, sin lugar a dudas, es posible a partir de cierto tipo de ética
comunitaria que configura la misma actividad en la clase de matematicas. Pero nos preguntamos ahora
¢Cuiles son las relaciones que vinculan la emergencia del pensamiento proporcional y las formas de
interaccién social en un aula mediada por una ética de orientacién comunitaria? ;Existen ciertas
consideraciones en la gestion docente desde las configuraciones de las tareas que permiten mejores
formas de colaboracién humana? ;Cudles son las diferencias y/o similitudes entre las dos formas de

pensamiento proporcional (la piagetiana y la neovigotskiana) desde un punto de vista epistemoldgico?
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