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RESUMEN

Se analizé el razonamiento geométrico de un estudiante al resolver problemas sobre congruencia
contextualizados. Tedricamente se usé el modelo de Van Hiele y la metodologia fue cualitativa desarrollada en
cuatro etapas: 1) se selecciond un estudiante universitario, quien decidid participar en el proyecto ofreciendo
voluntariamente sus conocimientos de geometria; 2) se disefiaron las tareas para promover el razonamiento
geométrico; 3) se aplicaron entrevistas basadas en tareas; y 4) se analizaron los datos con base en el fundamento
teérico. Los resultados evidencian que el estudiante alcanzé todos los niveles de razonamiento geométrico. En
el nivel 1 reconocié figuras y objetos (circulo, llantas, platén, canchas). En el nivel 2 analiz las formas de las
figuras matemdticamente (cilindro, rectdngulo, circunferencia, cuadrado). En el nivel 3 el estudiante relacioné
las figuras identificadas y establecié diferencias entre cuadrados, rectingulos dependiendo de sus lados. El
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estudiante activé el nivel 4 porque resolvié problemas sobre la capacidad de una volqueta y se ubicé en el nivel
5 dado que realizé demostraciones acerca de la congruencia de las diagonales de una cancha de futbol. Estas
tareas son importantes para que los estudiantes comprendan conceptos geométricos desde sus caracteristicas
hasta su aplicabilidad en contextos extramatemadticos.

Palabras clave: Congruencia; Razonamiento geométrico; Niveles de Van Hiele; Educacién Matemdtica;
Estudiantes universitarios.

ABSTRACT

The geometric reasoning of a student when solving contextualized congruence problems was analyzed.
Theoretically, the Van Hiele model was used, and the methodology was qualitative, developed in four stages:
1) a university student was selected and decided to participate in the project by volunteering his knowledge of
geometry; 2) the tasks were designed to promote geometric reasoning; 3) task-based interviews were applied;
and 4) the data was analyzed based on the theoretical foundation. The results show that the student reached all
levels of geometric reasoning. At level 1 he recognized figures and objects (circle, tires, plate, fields). At level 2
he analyzed the shapes of figures mathematically (cylinder, rectangle, circumference, square). At level 3, the
student related the identified figures and established differences between squares and rectangles depending on
their sides. The student activated level 4 because he solved problems about the capacity of a dump truck and
was placed at level 5 because he made proofs about the congruence of the diagonals of a soccer field. These
tasks are important for students to understand geometric concepts from their characteristics to their
applicability in non-mathematical contexts.

Keywords: Congruence; Geometric reasoning; Van Hiele’s levels; Mathematics Education; University students.

RESUMO

Analisou-se o raciocinio geométrico de um estudante ao resolver problemas de congruéncia contextualizados.
Teoricamente, foi utilizado o modelo de Van Hiele e a metodologia foi qualitativa, desenvolvida em quatro
etapas: 1) selecionou-se um estudante universitirio, que decidiu participar do projeto oferecendo
voluntariamente seus conhecimentos de geometria; 2) elaboraram-se as tarefas para promover o raciocinio
geométrico 3) aplicaram-se entrevistas baseadas em tarefas; e 4) analisaram-se os dados com base na
fundamentagio tedrica. Os resultados mostram que o estudante atingiu todos os niveis de raciocinio
geométrico. No nivel 1 ele reconheceu figuras e objetos (circulo, pneus, placa, campos). No nivel 2 analisou
matematicamente as formas das figuras (cilindro, retingulo, circunferéncia, quadrado). No nivel 3, o estudante
relacionou as figuras identificadas e estabeleceu diferengas entre quadrados e retingulos em fungio de seus
lados. O estudante ativou o nivel 4 porque resolveu problemas sobre a capacidade de um caminhio basculante
e colocou-se no nivel 5 porque fez demonstragdes sobre a congruéncia das diagonais de um campo de futebol.
Estas tarefas sio importantes para que os estudantes compreendam os conceitos geométricos desde suas
caracteristicas até sua aplicabilidade em contextos nio matemdticos.

Palavras-chave: Congruéncia; Raciocinio geométrico; Niveis de Van Hiele; Educagio Matemadtica; Estudantes
universitarios.

INTRODUCCION

La geometria es una rama fundamental de las matemadticas que ayuda a comprender e imitar

nuestro alrededor, facilitindonos asi el estudio de los objetos geométricos. Tomando esto como
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referencia, se dice que las capacidades espaciales se ven reflejadas ante situaciones de corte légico-
abstracto, considerando caracteristicas o propiedades de las figuras en el plano (2D) o el espacio (3D)
(MEN, 2006; NCTM, 2000; Naufal ez 4., 2021). Uno de los propdsitos relevantes de la geometria es
ayudar al individuo a desarrollar nuestras estrategias y destrezas, mejorando su conceptualizacién y
manipulacién frente a situaciones cotidianas donde se ven reflejadas o representadas las rectas, puntos,
planos, cuerpos tridimensionales, etc. (Falconi-Procel, 2021; Vargas & Gamboa, 2013b). También, es
un estindar que surge de la observacion de las caracteristicas de la tierra y el mundo que nos rodea, asi
como para analizar las formas de los objetos y resolver problemas integrados a otras disciplinas (NCTM,
2000; Rodriguez-Nieto, 2021; Rodriguez-Nieto ez al., 2022b).

Es oportuno mencionar que Camargo y Acosta (2012) sostienen que al estudiar geometria se
debe tener en cuenta su multidimensionalidad, donde coexisten dos polos: “el empirico, donde se ubican
la percepcidn, la intuicidn, la visualizacion y el caricter instrumental de la geometria; y el tedrico,
relacionado con los aspectos abstractos, conceptuales, deductivos, formales y rigurosos de la geometria,
como disciplina cientifica” (p. 4). De hecho, “la geometria es un lugar natural para el desarrollo de las
habilidades de razonamiento y justificacién de los estudiantes, culminando en el trabajo con
demostracién en los grados secundarios” (NCTM, 2000, p. 41).

A pesar de que la geometria se ha considerado “como el lugar en el curriculo escolar de
matemdticas donde los estudiantes aprenden a razonar y a ver la estructura axiomdtica de las
matemdticas” (NCTM, 2000, p. 41), algunos autores manifiestan que es el tema mds dificil de
comprender para los estudiantes en matemdticas, dado que no dominan los principios geométricos,
definiciones, teoremas, procedimientos para hallar medidas de 4rea, volimenes, perimetros, entre otros,
y esto debe fortalecerse (Musa ez al., 2017; Wulandari ez a/., 2021). A continuacién, se presenta un estado
del arte de manera cronoldgica teniendo en cuenta algunas investigaciones (publicadas desde 2012 hasta

2023), sobre el uso operativo de los niveles de Van Hiele para analizar el razonamiento geométrico.

ESTADO DEL ARTE

Diversas investigaciones se centran en cémo el profesor puede implementar diferentes métodos
con enfoques pedagdgicos y diddcticos para la elaboracién de sus clases, teniendo en cuenta la
contribucién e implementacion de nuevas estrategias para la compresién y conceptualizacion de los
distintos temas geométricos (Rodriguez-Nieto & Escobar-Ramirez, 2022; Rodriguez-Nieto ez al., 2023).
Por ejemplo, Godino ef 4/. (2003) manifestaron que los maestros en formacién desarrollaron una visién
de la ensefianza de las matemdticas que contemple, entre otras cosas, las clases como comunidades
matemdticas, el razonamiento matemdtico mds que los procedimientos de simple memorizacién, la
formulacién de conjeturas, la invencién, la resolucién de problemas, la conexién de las ideas matemdticas

y sus aplicaciones y la tecnologfa.
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En los estudios enfocados en la ensefianza y aprendizaje de la geometria, se ha usado el modelo
de Van Hiele para describir el proceso de razonamiento y aprendizaje de la geometria. De acuerdo con
este modelo, el saber geométrico de los alumnos avanza por una secuencia de niveles, para dominar el
grado en que estd y de esta forma avanzar al grado inmediato preeminente (Abdussakir, 2009; Passos ez
al., 2019; Vargas & Gamboa, 2013b).

Gutiérrez y Jaime (2012) implementaron el modelo de Van Hiele para reflexionar sobre la
ensefianza de la geometrfa en primaria y secundaria, enfatizando en distintas metodologfas de ensenanza
de los profesores para la aplicacién de representaciones grificas, fisicas y mentales. Espinoza (2008)
aplicé el modelo de Van Hiele con las TIC para el desarrollo de una metodologfa basada en los niveles
de razonamiento geométrico, utilizando como principal herramienta tecnoldgica el software GeoGebra
para mayor visualizacién de los lugares geométricos. Similarmente, Vargas y Gamboa (2013b) se
refirieron a la ensefianza del teorema de Pitdgoras utilizando el modelo de Van Hiele y el software
GeoGebra, donde implementaron doce actividades a estudiantes con ejercicios de forma tradicional y
luego interactiva y dindmica con el software, dando a conocer que esta herramienta logra que los
estudiantes tengan un mejor rendimiento académico y motivador.

En Cabello (2013), el modelo de Van Hiele fue aplicado en el aprendizaje constructivo de la
geometria en estudiantes de educacién secundaria con base en el software Cabri, para identificar
imdgenes conceptuales de los conocimientos previos y de sus errores manifestados en el desarrollo de
unidades didacticas. Zapata (2014) investigd sobre el desarrollo del pensamiento espacial a través del
aprendizaje por descubrimiento, con el fin de conducir al estudiante a razonar de manera deductiva y
evidenciar los procesos de pensamiento para el desarrollo cognitivo de forma significativa, teniendo en
cuenta los cambios de nivel académico de los estudiantes. El trabajo se enfoca en la orientacién de los
nifios para poder potencializar el pensamiento espacial considerando la creacién, construccién y
entendimiento de los conceptos de su entorno, sabiendo el grado de formacién.

Por su parte, Gaitdn ef /. (2015) indagaron sobre la comprensién de conceptos de geometria
analitica, especificamente la pardbola, en estudiantes de undécimo grado, aplicando el modelo de Van
Hiele y teniendo en cuenta relaciones entre otros objetos matemdticos que la constituyen (foco, eje de
simetrfa, vértice, etc.). Por su parte, Llorens Fuster y Prat Villar (2015) definieron a los descriptores del
modelo de Van Hiele como las principales caracteristicas que permiten reconocer cada uno de los niveles
de razonamiento matemdtico a partir de la actividad de los estudiantes, basados en la secuencialidad,
distincidn, separacion, conexiones entre lenguajes cotidianos y matemdticos, etc. Asimismo, Fuentes et
al. (2015) evidenciaron el desarrollo de los niveles de razonamiento geométrico segiin el modelo de Van
Hiele y su relacién con los estilos de aprendizaje, teniendo en cuenta que la metodologfa utilizada en ese
estudio fue de un enfoque cuantitativo, util para analizar la participacién activa del estudiante en la
construccién de su conocimiento y el rol del docente como facilitador y promotor de actividades

concretas en busca del aprendizaje significativo.
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Almendros (2016) presenté el modelo de Van Hiele como una importante estrategia
metodoldgica para la ensefanza de la geometria, con el fin de asumir las distintas dificultades encontradas
por un docente en el proceso de ensefianza-aprendizaje de esta teniendo en cuenta la existencia de los
diferentes niveles de razonamiento, enfatizando en que generalmente un alumno que se encuentre en un
nivel determinado no serd capaz de comprender elementos que pertenezcan a niveles superiores de
manera inmediata. Por ello, la ensefianza de la geometria debe partir del nivel en el que se encuentre el
alumno para poder ayudarle a progresar al nivel inmediatamente superior.

A través de la participacién de estudiantes de edades iniciales, Fuentes (2017) exploré los
niveles de razonamiento geométrico con el modelo de Van Hiele y su relacién con los estilos de
aprendizaje significativo cuando el profesor proponfa actividades concretas. Marin (2017) usé la
maleta viajera de Euclides como estrategia diddctica para fortalecer el pensamiento espacial y los
sistemas geométricos, siguiendo la estructura de planificacién de estrategias y actividades disefiadas y
ejecutadas para los estudiantes.

Garcfa y Fuentes (2017) investigaron acerca de los cuadrildteros, teniendo como referencia los
niveles 1 y 2 del modelo de Van Hiele enfocados en el fortalecimiento del pensamiento espacial y
geométrico de los estudiantes. Estos autores reconocieron experiencias sobre el aprendizaje efectivo,
utilizando herramientas visuales como un punto de partida e identificaron los niveles 1 y 2 del modelo
de Van Hiele en la aplicacién de proyectos de aula para trabajar conceptos previos, la conceptualizaciéon
y el manejo de un lenguaje matemdtico para la aplicacién de lo aprendido en diferentes contextos
socioculturales. Sard y Miguez (2018) evaluaron la efectividad del modelo de Van Hiele en el aprendizaje
de los tridngulos y cuadrildteros, teniendo en cuenta que la metodologfa fue explicativa con un disefio
cuasi experimental. Ademds, disefiaron un instrumento basado en los tres primeros niveles de Van Hiele,
aplicindolo en grupos de estudiantes del primer ano de educacién secundaria.

En su estudio, Carhuapoma (2018) determiné la influencia del modelo de Van Hiele en el
aprendizaje de los estudiantes de primaria acerca de los cuadrildteros, aplicando un pre-test y un post-
test utilizando como instrumento las pruebas pedagégicas. Carrasco (2018) ofrecié una herramienta
para que los docentes de matemdticas de primer afio medio determinen el nivel de razonamiento
geométrico con el que sus estudiantes inician la Educacién Media, permitiéndoles asf disefiar secuencias
diddcticas mds eficaces, debido a que estardn contextualizadas al tipo de razonamiento geométrico
predominante dentro de la sala de clases. Avila (2019) disefi6 actividades de clase para propiciar el avance
de un nivel de razonamiento a otro acorde con cada elemento conceptual necesario en la comprensién
delos estudiantes sobre el teorema de Pitdgoras, es decir, los tridngulos, el teorema de Pitdgoras y solucién
de problemas geométricos en la vida cotidiana. Estas experiencias de aprendizaje se fundamentaron en
politicas educativas nacionales tales como los estindares de competencias matemdticas.

Con base en las herramientas del modelo de Van Hiele, Robles (2020) implementé el Origami

para mejorar el aprendizaje de la geometria en nifos pequefios y ensefiarles a construir figuras
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geométricas y divertidas, mediadas por el plegado de papel sin usar tijeras. Concluyé que de esta manera
los estudiantes pueden visualizar y afianzar sus conocimientos sobre las figuras geométricas planas y
tridimensionales en objetos y artefactos que capten su atencién. En una direccién similar, Quintero
(2020) disefié un software sobre el viaje por la geometria, basado en el modelo de Van Hiele, para
fortalecer el aprendizaje de los poliedros en los estudiantes, tales como el cubo, tetraedro y el octaedro,
que fueron visualizados y aplicados para evidenciar sus niveles de razonamiento.

Chavarria-Pallarco (2020) contribuye al desarrollo de la competencia de resolucién de
problemas de forma, movimiento y localizacién, propuesta por el Ministerio de Educacién (MINEDU)
(2017) en el Curriculo Nacional de la Educacién Bésica; apoydndose en el modelo de Van Hiele.
Herndndez et al. (2021) profundizaron en los procesos de desarrollo en la resolucién de problemas de
los conceptos de poligonos y poliedros, utilizando herramientas tecnoldgicas para que los estudiantes
alcancen la capacidad de entender la naturaleza axiomidtica de las matemdticas, realizando deducciones
l6gicas y formales para justificar proposiciones planteadas en el contexto del aprendizaje de la geometria.

Silva y Wall (2022) se preocuparon por implementar los conocimientos de los profesores de
matemadticas sobre el modelo de Van Hiele en geometria; sin embargo, no todo el cuerpo docente
conoce el uso de este modelo, por tanto, no es aplicado por el profesor. De esta manera, se dio a
conocer el modelo para que los docentes lo aplicaran en el aula de clases y explorar el razonamiento
geométrico de los estudiantes. Por su parte, Herrera y Forero (2022) contribuyeron al desarrollo de
recursos diddcticos para mejorar la ensefianza y aprendizaje de la geometria, vinculando entornos de
educacion en linea y el aspecto descriptivo del modelo de Van Hiele, proponiendo el disefio de una
secuencia de tareas mediadas por las TIC para los grados donde se implemente, con la finalidad de
caracterizar el nivel de razonamiento geométrico que tienen los estudiantes con relacién a la
clasificacién de cuadrildteros. Lépez y Bolafio (2022) aplican el modelo de Van Hiele en los docentes
como estrategia para orientarlos a una mejor ensefianza de la geometria y para que sus alumnos
mejoren las cualidades del razonamiento matemdtico, con la premisa de que ellos deben pasar por una
serie de niveles desde la visualizacidn hasta realizar demostraciones.

A pesar de que el modelo de Van Hiele ha sido ampliamente usado, existen actualmente
investigaciones que exploran el pensamiento geométrico desde distintos 4mbitos, por ejemplo, sobre el
teorema de Pitdgoras (Mahlaba & Mudaly, 2022), transformacién geométrica (Kandaga ez 4/., 2022),
especificamente las temdticas de simetrfa y congruencia se sugieren profundizar desde los grados de
primaria hasta universidad (Andelkovi¢ & Malinovi¢-Jovanovié, 2022; Pérez-Diaz, 2023; Wulandari e
al., 2021). Esta profundizacién cobra sentido porque tanto estudiantes como algunos futuros profesores
presentan dificultades para comprender y relacionar los conceptos de congruencia y semejanza (Cortés
& Velisquez, 2022; Herndndez er al., 2015; Sanabria, 2018). Especialmente, los estudiantes de
secundaria tienen inconvenientes para trabajar con las definiciones de tridngulos semejantes y

congruentes, porque no les dan relevancia y funcionalidad a las caracteristicas y/o propiedades de estos
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conceptos (Haj-Yahya, 2022). Berciano ez 4/. (2022) analizaron la importancia y pertinencia de una
trayectoria hipotética de aprendizaje para promover el razonamiento geométrico en estudiantes desde las
primeras edades (4 y 5 anos), en la resolucién de problemas en torno al concepto de cilindro.

Después de revisar la literatura, hemos evidenciado la importancia de la geometria y de la
aplicacién del modelo de Van Hiele en diferentes estudios enfocados en la comprensién de cuadrildteros,
poligonos, uso de GeoGebra, cilindros, aplicacion del teorema de Pitdgoras en las aulas de clases,
promocién de este modelo en los profesores para que midan el nivel de razonamiento geométrico, entre
otros. Pero consideramos que aun faltan investigaciones donde se disefien y apliquen tareas basadas en
un contexto cotidiano, que inicien desde la visualizacién o reconocimiento hasta la demostracién con
rigurosidad. Ademds, se reconocié desde la agenda de investigaciéon (Cortés & Veldsquez, 2022; Haj-
Yahya, 2022; Herndndez et al., 2015; Sanabria, 2018) que una de las problemdticas vigentes es que los
estudiantes y profesores tienen dificultades para comprender la semejanza y congruencia. Por lo tanto,
se plantea en el presente articulo analizar el razonamiento geométrico de un estudiante universitario

cuando resuelve tareas contextualizadas, relacionadas con el concepto de congruencia.

MODELO DE VAN HIELE
Vargas y Gamboa (2013a) afirman que el modelo de Van Hiele ayuda en el proceso de aprendizaje

y razonamiento geométrico de los estudiantes, y esto transcurre por una serie de niveles. Para dominar el
nivel en que se encuentra y lograr pasar al siguiente nivel, el estudiante debe mostrar que maneja por
completo el nivel actual. Este modelo contribuye al conocimiento de manera escalonada en cinco niveles
de razonamiento, secuenciales y ordenados. Ningtn nivel de razonamiento es independiente de otro y no
es posible saltar ninguno: el individuo debe pasar y dominar un nivel para pasar al siguiente. Los niveles de

razonamiento geométrico de Van Hiele estin ordenados y caracterizados de la siguiente manera:

NIVEL 1: RECONOCIMIENTO O VISUALIZACION

El individuo reconoce las figuras geométricas por su forma como un todo, no diferencia partes ni
componentes de la figura. Puede, sin embargo, producir una copia de cada figura particular o reconocerla.
No es capaz de reconocer o explicar las propiedades determinantes de las figuras; las descripciones son

principalmente visuales y las compara con elementos familiares de su entorno (Vargas & Gamboa, 2013a).

NIVEL 2: ANALISIS

El individuo puede reconocer y analizar las partes y propiedades particulares de las figuras
geométricas y las reconoce a través de ellas, pero no le es posible establecer relaciones o clasificaciones
entre propiedades de distintas familias de figuras. Establece las propiedades de las figuras de forma

empirica, a través de la experimentacion y manipulacién (Vargas & Gamboa, 2013a).
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NIVEL 3: DEDUCCION INFORMAL

El individuo determina las figuras por sus propiedades y reconoce cémo unas propiedades se
derivan de otras, construye interrelaciones en las figuras y entre familias de ellas. Establece las condiciones
necesarias y suficientes que deben cumplir las figuras geométricas, por lo que las definiciones adquieren
significado. Sin embargo, su razonamiento ldégico sigue basado en la manipulacién. Sigue
demostraciones, pero no es capaz de entenderlas en su globalidad, por lo que no le es posible organizar
una secuencia de razonamientos légicos que justifique sus observaciones. Al no poder realizar
razonamientos 16gicos formales ni sentir su necesidad, el individuo no comprende el sistema axiomdtico

de las matemdticas (Vargas & Gamboa, 2013a).

NIVEL 4: DEDUCCION FORMAL

En este nivel ya el individuo realiza deducciones y demostraciones légicas y formales, al reconocer
su necesidad para justificar las proposiciones planteadas. Comprende y maneja las relaciones entre
propiedades y formaliza en sistemas axiomdticos, por lo que ya entiende la naturaleza axiomadtica de las
matemidticas. Comprende cdmo se puede llegar a los mismos resultados partiendo de proposiciones o
premisas distintas, lo que le permite entender que se puedan realizar distintas demostraciones para obtener
un mismo resultado. Es claro que, adquirido este nivel, al tener un alto grado de razonamiento légico,

obtiene una visién globalizadora de las matemdticas (Vargas & Gamboa, 2013a).

NIVEL 5: RIGOR

El sujeto estd capacitado para analizar el grado de rigor de varios sistemas deductivos y
compararlos entre si. Puede apreciar la consistencia, independencia y completitud de los axiomas de los
fundamentos de la geometrfa. Captala geometria en forma abstracta. Este tltimo nivel, por su alto grado
de abstraccién, debe ser considerado en una categoria aparte, tal como lo sugieren estudios sobre el tema.
Alsina et al. (1997) y Gutiérrez y Jaime (1991) afirman que solo se desarrolla en estudiantes de la
Universidad, con una buena capacidad y preparacién en geometria (Vargas & Gamboa, 2013a). Cabe
destacar que, en el modelo de razonamiento de Van Hiele, es posible observar la concordancia que poseen
los diferentes niveles entre ellos, ademds de resaltar el hecho de que un individuo no puede saltarse

ningdn nivel de razonamiento.

MATERIALES Y METODOS

Esta investigacién es cualitativa descriptiva (Cohen ez /., 2018) llevada a cabo en cuatro etapas.
En la primera se disend una tarea para promover el razonamiento geométrico basada en una situacién de

la cotidianidad, la segunda se trat6 de la seleccién de un estudiante universitario, en la tercera se aplicaron
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entrevistas basadas en la tarea disenada y, por tltimo, en la cuarta etapa se analizaron los datos con base

en el fundamento tedrico de la investigacién (modelo de Van Hiele).

PARTICIPANTES Y CONTEXTO

En este estudio participé un estudiante (llamado Daniel = pseudénimo) de tercer semestre de la
Licenciatura en Matemdticas en una universidad publica de Barranquilla, Atlintico, Colombia, quien
nos suministré la informacién de manera voluntaria. El estudiante tiene veinte afios y se caracteriza
porque en las asignaturas cursadas (entre las que se destaca Geometria Euclidiana) ha alcanzado buenas
calificaciones y con un promedio general de 4.5 de 5.0 posible. Ademds, en su tiempo libre se dedica a
tejer tapetes con trapillo en nudo macramé, donde crea y usa diversos disefios, modelos y aspectos

geométricos que lo llevan a la forma, dimensiones y colores especificos para cada tapete.

RECOLECCION DE DATOS

Los datos fueron recolectados a partir de la aplicacién de una entrevista semiestructurada basada
en tareas durante tres horas en el mes de mayo del afio 2022. Este método es importante porque admite
la posibilidad de evaluar el conocimiento conceptual (en este caso geométrico), motivar y considerar las
producciones escritas y verbales de los sujetos donde se reflejan sus argumentos al momento de resolver
las tareas. Asimismo, por medio de este método, los investigadores entablaron un didlogo con el
participante donde se le hacfan preguntas para profundizar sobre su razonamiento (Assad, 2015; Goldin,

2000). En este proceso se realizaron preguntas en forma de tareas (Tabla 1):

Tabla 1
Tareas propuestas al estudiante
Tarea Descripcién Propésito Indicador
1 ¢Qué observas en las imdgenes? Esta tarea se propuso para saber Reconoce objetos o
= qué objetos (matemdticos o no, formas en las imdgenes

por ejemplo, identificados porsu  presentadas.
forma) el estudiante reconocia en
las imdgenes.

2 ¢Qué objetos matemdticos observas en las El estudiante solo debe enunciar ~ Identifica objetos
imdgenes? los objetos matemiticos y/o matemdticos en las
geométricos inmersos en las imdgenes.
imdgenes.
3 ¢Qué caracteristicas tienen los objetos De acuerdo con la literatura Reconoce y explica las
matemdticos que permiten establecer diferencias  revisada (antecedentes y niveles del  caracteristicas o
entre ellos? modelo de Van Hiele), es propiedades de los
importante que los estudiantes y objetos matemdticos.

profesores reconozcan las
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propiedades y caracteristicas de los
objetos matemdticos y luego los
usen de manera consistente; por
esta razdn, se propone esta tarea.

¢Qué definicién o significado le atribuyes a los
objetos matemdticos identificados?

El estudiante debe comunicar
qué significa para él cada uno de
los objetos matemdticos y/o
geométricos identificados en las
imdgenes.

Expresa las
definiciones o
significados de los
objetos identificados.

Resuelve el problema de aplicacién usando las
respuestas a las preguntas anteriores.

Juan tiene una pequefia flota de tres volquetas, lo contratan para llevar material
(gravilla) necesitado para la construccion de una cancha cuyas medidas son
100m x 60m y el material tendrd un grosor de Scm; ademds que se necesita

suplir 5Sm en cada lado de la cancha.

¢ Cuantos viajes se necesita para suplir lo necesitado sabiendo que la dimension

del platon de las volquetas es de, 6m de largo, 1,9m de ancho y 1,6m de alto?

El estudiante debe resolver el
problema con base en los
conocimientos previos activados
(conceptos, representaciones,
definiciones, entre otros).

Resuelve problemas
sobre congruencia.

Realiza la demostracién requerida usando

definiciones, teoremas, corolarios, etc.

6. Sabiendo que una cancha de fitbol es de forma rectangular;
demuestre que si trazamos las diagonales de un tiro de esquina
a su opuesto y lo mismo con los ofros 2 tiros de esquina
restantes y opuestos, éstas son congruentes

Con esta tarea se pretende que el
estudiante demuestre con base en
las definiciones, teoremas, etc.
comunicadas en la tarea 4.

Usa demostraciones
geométricas
relacionadas con el
concepto de
congruencia en
problemas
contextualizados.

Ademds, se usaron dispositivos méviles (cimaras videograbadoras), notas de campo (tablero y
marcador) e imdgenes de apoyo. En el didlogo, los investigadores se etiquetaron con una letra E y el

participante con la letra P.

Figura 1

Evidencia fotogrdfica del participante suministrando la informacion

ANALISIS DE DATOS

Para analizar los datos recolectados en las entrevistas, se usaron algunas fases del método de
andlisis cualitativo detallado propuesto por Herndndez e# a/. (2014), con algunas adaptaciones que
hemos realizado. Por lo tanto, en la primera fase se transcribieron las entrevistas y se leyeron para la

familiarizacién con los datos. La segunda fase consistié en la identificacién de los niveles de Van Hiele
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en cada una de las transcripciones por cada tarea, por medio de la caracterizacién expuesta en el

fundamento tedrico (ver el siguiente ejemplo).

EJEMPLO DE ANALISIS DE DATOS

Se presenta un extracto de la transcripcion de la entrevista realizada a P:

E1: Bueno, la segunda pregunta, s Qué objetos matemadticos identificas en estas
imdgenes?

P: (...) circunferencias, cuadrados, si miramos en la rueda del camion un
cilindro, rectangulos, mds circunferencias, cuadrados...

E1: Tercera pregunta, ;Qué caracteristicas tienen esos objetos matemdticos?

P: Pues, todos son figuras geometricas, son planos y figuras de 2 dimensiones.

Posteriormente, se identifican palabras clave asociadas a las figuras geométricas, reconocidas
institucionalmente observadas en la forma y caracteristicas de la volqueta, por ejemplo, cuando P asocia

las llantas con un cilindro y el platén de la volqueta con un rectdngulo.

RESULTADOS Y DISCUSION

Aqui presentaremos los cinco niveles del modelo de Van Hiele y cémo estos se ven evidenciados

ala hora de realizar preguntas relacionadas con la geometrfa.

NIVEL 1 DE RECONOCIMIENTO O VISUALIZACION

Se evidencia este nivel porque en las imdgenes presentadas (Figura 2) al estudiante, este reconocié
que hay una volqueta, camién, canchas, entre otros. De hecho, el estudiante no buscé una relacién ni
caracteristicas en los objetos presentados en las imdgenes, solo comunicé los nombres o formas de los

objetos desde su experiencia o relacién con la vida cotidiana.

Figura 2

Imdgenes presentadas en la tarea inicial
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E1: Daniel, te voy a presentar unas imdgenes y responderds la primera
pregunta, ;Qué observas en las imdgenes presentadas anteriormente?

P:(...) las imdgenes, lo que veo son: un camion, una volgueta, unas canchas, una
cancha de tenis, una de fiitbol y una de bdsquetbol.

NIVEL 2 DE ANALISIS

En este nivel el estudiante reconocié y analizé las figuras geométricas encontradas dentro de las
imdgenes (camidn, volqueta, canchas deportivas). El estudiante sefial los elementos y propiedades de las
figuras mediante la observacion; asi mismo, su lenguaje se le dificulta un poco ya que no establece

relaciones entre una y otras propiedades, lo que observa es lo que ve.

E1: Bueno, la segunda pregunta, ;Qué objetos matemdticos identificas en estas
imdgenes?

P: (...) circunferencias, cuadrados, si miramos en la rueda del camion un
cilindro, rectangulos, mds civcunferencias, cuadrados... (ver Figuras 2y 3).

Figura 3

Estudiante observando la imagen proyectada en la pantalla del celular

NIVEL 3 DE DEDUCCION INFORMAL

En este nivel el estudiante identificé las propiedades y relaciones en las figuras geométricas
vinculadas a las imdgenes; aqui es donde se intensifican los conocimientos que ¢l tiene con respecto a
todas las distintas caracteristicas que pueden tener dichas figuras, dindose cuenta de que existe una
interrelacién entre ellas. El estudiante en este nivel es capaz de seguir demostraciones guiadas por su

docente, ya que en este nivel el estudiante atin no es capaz de resolver demostraciones por si solo.

E1: Tercera pregunta, ; Qué caracteristicas tienen esos objeto: matemdticos?
P: Pues, todos son figuras geometricas, son planos y figuras de dos dimensiones
(manifestado en la Figura 4).
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Figura 4

El estudiante menciona caracteristicas de los objetos

NIVEL 4 DE DEDUCCION FORMAL

En este nivel el estudiante fue capaz de hablar con un lenguaje matemdtico consistente,
clasificé y definié los conceptos y usé las distintas propiedades geométricas. También, fue capaz de
realizar la demostracién teniendo en cuenta que podria abordar el ejercicio por diferentes caminos,
sabiendo que llegarfa a un mismo resultado. Su razonamiento geométrico es mucho mds avanzado que
en los otros niveles y, por tanto, es capaz de tener una visién mds amplia sobre las matemdticas (ver

extracto de la transcripcién y Figura S).

Figura 5

Situacion problema propuesta

5. RESUELVE EL SIGUIENTE PROBLEMA.

Juan tiene una pequeiia flota de tres volquetas, lo contratan para llevar material
(gravilla) necesitado para la construccion de una cancha cuyas medidas son
100m x 60m y el material tendra un grosor de Scm; ademas que se necesita

suplir Sm en cada lado de la cancha.

(Cuantos viajes se necesita para suplir lo necesitado sabiendo que la dimension

del platon de las volquetas es de, 6m de largo, 1,9m de ancho y 1,6m de alto?

E1: Bueno, la cuarta pregunta seria la solucion de un problema. El problema
dice: Juan tiene una pequeia flota de volguetas (3), y lo contratan para llevar
un material necesitado para la construccion de una cancha cuyas medidas son
de 100 metros por 60 metros, ademds el material tendrd un grosor de 5
centimetros, adicional se necesita suplir S metros a cada lado de la cancha. La
pregunta seria: ; Cudntos viajes se necesita para suplir lo necesario sabiendo que
la dimension del platon de las volguetas es de 6 metros de largo, 1.9 de ancho y
1.6 metros de alto?
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P: :Como es la pregunta?

E1: ;Cudntos viajes necesita hacer sabiendo la dimension del platon de las
volquetas?

P: Como se necesita suplir S metros a ambos lados entonces ese resultado nos
daria 10y al sumdrselo aqui entonces ya no seria aqui 100m sino 110y no seria
60 sino 70y ast, entonces lo que hice fue multiplicar las tres medidas que da 385
metros ciibicos, luego lo que hice fue, multiplicar las medidas del platon de la
volqueta aqui nos da la capacidad de 3 volquetas, luego abi tendriamos la
capacidad de las 3 volquetas y tendriamos la cantidad de material, si lo
dividimos podemos, consta de 7 viajes, y eso es lo que se pide (Figura 6).

Figura 6

Resolucion de un problema de aplicacion
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Posteriormente, se enfatizé en promover la demostracién en el estudiante con base en una tarea

que requerfa del uso de definiciones y propiedades de los objetos geométricos y dar relevancia a la:

Estimulacion de la capacidad de razonamiento y pensamiento critico, mejora de la capacidad para
manejar objetos geométricos e inferir propiedades de los mismos y acercar las matemdticas al
alumnado con dificultades a través de la conexion que brinda la geometria entre pensamiento
abstracto, habilidad manual y la comprension de conceptos a través de la visualizacion de los
mismos. (Lopez, 2023, p. 87)

Esta vision geométrica favorece a que los estudiantes mejoren su capacidad para la demostracién
y le encuentren sentido desde situaciones contextualizadas (Haj-Yahya, 2022), por ejemplo, como se

presenta con las canchas deportivas.
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NIVEL 5 DE RIGOR

Para alcanzar el dltimo nivel, el estudiante realizé una demostracién de uno de los problemas
geométricos acerca de una chancha. Se considera que logré llegar hasta el nivel de Rigor, ya que
establecié relaciones entre definiciones y teoremas para realizar la demostracién. Ademds, observa la
geometria en su totalidad y de forma abstracta, lo que le permite tener una visién mds amplia y realizar
las demostraciones sin necesitad de ejemplos concretos, por ejemplo, como lo manifesté en la

resolucién de la tarea 6 (Figura 7).

Figura 7

Tczrmpropuesmpdm usar demostraciones

6. Sabiendo que una cancha de futbol es de forma rectangular;
demuestre que si trazamos las diagonales de un tiro de esquina
a su opuesto y lo mismo con los otros 2 tiros de esquina
restantes y opuestos, éstas son congruentes

E1: Bueno, la quinta pregunta seria una demostracion sabiendo que una cancha
de fiitbol es rectangular, demuestra que las diagonales trazadas de un tiro de
esquina a su opuesto y los otros dos tiros de esquina a su vez son congruentes.

P: Los datos son de que el dngulo hADC es de 90 grados, por dato, el dngulo
ABCD es de 90 grados, por dato, entonces si estos dos dngulos son de igual
medida, son congruentes, por congruencias de dngulos, abora el segmento AD es
congruente con el segmento BC por dato, y el segmento DC es congruente consigo
mismo por la propiedad reflexiva, y el tridngulo AADC es congruente con el
tridngulo ABCD por postulado ALA, y entonces el segmento DB es congruente
con el segmento AC por partes correspondientes a tridngulos congruentes son
congruentes (Figura 8).
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Figura 8

Evidencia de la demostracion realizada por el estudiante
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A continuacidn, en la Figura 9 se presenta el proceso seguido por el estudiante para hacer la
demostracién, detallando el paso a paso realizado en la Figura 8, de tal manera que se explicite la

informacién matemdtica sobre definiciones, postulados, etc.

Figura 9
Esquematizacion de la demostracion
El estudiante leyo, comprendi6 y represento 6 Se eameine o b
la situacion problema. diagonales de la
3;3.3*3},"2";.?2'5.‘L’:.Z?&ﬂ"ﬁfi;'f;:.ﬂ?l‘ﬂirfﬂ?u‘??l-.“f;i';"f; o 2 cancha de fiitbol tienen
revanimy aponton et o csngremen 2 =i | R medidas iguales y por lo tanto,
[’I 50N congruentes.
>,
Datos Si estos dos DB =~ AC
- Son de que el angulos son de Por partes
dngulo LADC el it correspondientes
es de 90 S0 a triangulos
grados. R congruentes son
+ El angulo por gru
hBCD es de congruencias de congruentes
90 grados. angulos (*). )
3 I buw
AD = BC AADC = ABCD
Y
DC = DC - Por postulado ALA (***)
Propiedad reflexiva (**)
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En la Figura 9, se evidencié una esquematizacién del proceso de demostracion realizado por el
estudiante, donde usé definiciones, propiedades, postulados y teoremas. En (*) el estudiante se basa en
el teorema 4-3 (Moise & Downs, 1986), el cual dice que dos dngulos rectos cualesquiera son congruentes;

***)

(**) la propiedad reflexiva se refiere a la congruencia del segmento consigo mismo, luego en (***) se
evidencia el uso de un postulado para la congruencia de tridngulos, el postulado ALA referido a Angulo—
Lado-Angulo, que indica la congruencia de dos 4ngulos y el segmento que se encuentra entre ellos y, por
tltimo, en (****) hace referencia a partes correspondientes de tridngulos congruentes significa que en un
par de tridngulos congruentes, a cada segmento y a cada dngulo de un tridngulo, le corresponde uno de

igual medida en el otro tridngulo (Moise & Downs, 1986).

CONCLUSIONES

En esta investigacién se analizé el razonamiento geométrico de un estudiante universitario
cuando resuelve problemas donde se relacionan terrenos de canchas de fatbol, la capacidad de las
volquetas y el poder persuasivo de la congruencia para la resoluciéon de los problemas y demostraciones.
Es vilido mencionar que los principales resultados de esta investigacion evidencian que el estudiante
alcanzé todos los niveles de razonamiento geométrico. Especificamente, en el nivel 1 reconocid figuras y
objetos como el circulo, llantas, platén, canchas, rectingulos, etc. En el nivel 2 analizé y reconocié las
formas de las figuras en términos matemdticos (cilindro, rectingulo, circunferencia, cuadrado...). En el
nivel 3 el estudiante relacioné o conectd las figuras identificadas y establecié diferencias entre cuadrados,
rectingulos dependiendo de sus lados. El estudiante activé el nivel 4 porque resolvié problemas sobre la
capacidad de una volqueta. Finalmente, el estudiante se ubicé en el nivel 5 dado que realizé
demostraciones acerca de la congruencia de las diagonales de una cancha de futbol.

La literatura previa sobre las exploraciones del razonamiento geométrico con base en el modelo
de Van Hiele reportan que los estudiantes y algunos profesores tienen dificultades para trabajar con los
conceptos de semejanza y congruencia (Andelkovi¢ & Malinovié-Jovanovi¢, 2022; Cortés & Veldsquez,
2022; Haj-Yahya, 2022; Herndndez et al., 2015; Pérez-Diaz, 2023; Sanabria, 2018; Wulandari ez al.,
2021), pero en el estudio actual se evidencia que el estudiante universitario reconoce los objetos
geométricos, los usa para resolver problemas y hace demostraciones con efectividad, lo cual deja ver
conexiones entre definiciones, representaciones, postulados, entre otros, que es una evidencia de un tipo
de comprensién de los conceptos puestos en juego en la demostracién (Rodriguez-Nieto & Escobar-
Ramirez, 2022; Rodriguez-Nieto et al., 2022a). Esto quiere decir que todos los procedimientos
realizados por el estudiante le permitieron ubicarse en los niveles 4 y 5, que son los mds complejos de
alcanzar, y serfa interesante proponer otros tipos de tareas donde el estudiante haga demostraciones y use
su conocimiento conceptual y pragmdtico.

Se concluye que este tipo de tareas disefiadas y orientadas bajo el modelo de Van Hiele es

importante para que los estudiantes comprendan conceptos geométricos desde sus caracteristicas hasta
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su aplicabilidad en contextos extramatemdticos. Ademds, reconocemos que existen multiples
investigaciones realizadas con los niveles de Van Hiele y la geometria, pero, la mayoria reportan que los
participantes no alcanzan el nivel superior donde realizan demostraciones. Ante esta situacidn,
manifestamos que este estudio es importante porque se alcanzan resultados relevantes y motivan a seguir
promoviendo estas situaciones en cursos de diddctica de la geometria, formacién de profesores, entre
otros ambientes socioculturales.

Para futuras investigaciones, se sugiere realizar estos estudios con una poblacién mds amplia para
encontrar generalidades, establecer diferencias y similitudes y evitar los casos particulares que, si bien son
resultados interesantes, muchas veces se encuentran las limitaciones, surgiendo preguntas como ¢qué ha
sucedido con otros sujetos? ¢qué tipo de razonamiento tienen y en qué nivel se ubican de acuerdo con
sus respuestas a las tareas? Asimismo, se puede experimentar con otras tareas que involucren otros

COl’lCCptOS geométricos y contextos.
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