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RESUMEN

Para hacer frente a los desafios del aprendizaje del dlgebra, se ha desarrollado un movimiento denominado Algebra
Temprana. Desde este movimiento se promueve el desarrollo del dlgebra desde edades tempranas mediante la
generalizacién de patrones. Sin embargo, algunos estudios han mostrado las dificultades que enfrentan los
estudiantes para lograr estos procesos de generalizacién. El objetivo de esta propuesta diddctica es generar un
disefio que permita a estudiantes de 9y 10 afios desarrollar el pensamiento algebraico. Esta propuesta se sustenté
en la perspectiva diddctica del dlgebra como instrumento de modelizacién matemdtica, particularmente para
generalizar patrones. La metodologfa para la elaboracién, implementacién y validacién de las actividades tuvo en
cuenta el enfoque de investigacién basada en disefio y el Método Singapur (MS). La propuesta se aplicé en una
escuela privada en México y el andlisis de las respuestas de los estudiantes se basé en los niveles del dlgebra
temprana. Los resultados muestran que transitar por las etapas del MS (concreta, pictérica y abstracta) favorece
que los estudiantes puedan identificar las regularidades de los patrones y plantear sus reglas generales, empleando
elementos simbdlicos y alcanzando el nivel 2 de algebrizacién.

Palabras clave: Algebra Temprana; Patrones numéricos; Generalizacién; Método Singapur; Disefio did4ctico.
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ABSTRACT

To address the challenges of learning algebra, a movement called Early Algebra has been developed. This
movement promotes the development of algebra from an early age through the generalization of patterns.
However, some studies have shown the difficulties students face in achieving these generalization processes. The
aim of this didactic proposal is to create a design that enables 9 and 10-year-old students to develop algebraic
thinking. This proposal is based on the didactic perspective of algebra as a tool for mathematical modeling,
particularly for generalizing patterns. The methodology for the development, implementation, and validation of
the activities considered the design-based research approach and the Singapore Method (SM). The proposal was
applied in a private school in Mexico, and the analysis of students’ responses was based on the levels of early
algebra. The results show that progressing through the stages of the SM (concrete, pictorial, and abstract) helps
students identify the regularities in patterns and formulate their general rules, using symbolic elements and
reaching level 2 of algebraization.

Keywords: Early Algebra; Numerical patterns; Generalization; Singapore Method; Didactic design.

RESUMO

Para enfrentar os desafios da aprendizagem da dlgebra, foi desenvolvido um movimento denominado Algebra
Inicial. Esse movimento promove o desenvolvimento da dlgebra desde a infincia por meio da generalizagio de
padrdes. No entanto, alguns estudos tém mostrado as dificuldades que os alunos enfrentam para alcangar esses
processos de generalizagio. O objetivo desta proposta diddtica é criar um design que permita a alunos de 9 e 10
anos desenvolver o pensamento algébrico. Esta proposta baseia-se na perspectiva diddtica da 4lgebra como
ferramenta de modelagem matemdtica, particularmente para generalizar padrées. A metodologia para a
elaboragio, implementagio e validagio das atividades considerou a abordagem de pesquisa baseada em design e o
Método de Singapura (MS). A proposta foi aplicada em uma escola particular no México e a andlise das respostas
dos alunos foi baseada nos niveis da dlgebra inicial. Os resultados mostram que, ao seguir as etapas do MS
(concreta, pictdrica e abstrata), os alunos conseguem identificar as regularidades dos padrées e formular suas regras
gerais, utilizando elementos simbdlicos e alcangando o nivel 2 de algebrizagio.

Palavras-chave: Algebra Inicial; Padrées numéricos; Generalizagio; Método de Singapura; Design didético.

INTRODUCCION

En México, tradicionalmente se ha puesto un fuerte énfasis en el desarrollo de habilidades
numéricas, métricas y geométricas durante la educacién primaria, mientras que el pensamiento
algebraico se aborda principalmente en la educacién secundaria (Secretarfa de Educacién Publica, 2017).
Sin embargo, diversos estudios han mostrado que los estudiantes de secundaria suelen enfrentar
dificultades para comprender el dlgebra (Ramos ez /., 2021). Esto, a su vez, compromete el desarrollo
del pensamiento algebraico y se evidencia en las dificultades que tienen los estudiantes de secundaria
para generalizar situaciones y formular expresiones algebraicas. Autores como Urefa e a/. (2023) han
argumentado que lo anterior es debido a la tardia introduccién del dlgebra en el curriculo escolar.
Ademds, estas dificultades impactan en el rendimiento académico de los estudiantes y podrian contribuir

ala desercidn escolar (Herndndez, 2014).
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Para contrarrestar la situacién -la cual no es particular de México— en Estados Unidos se
desarrollé un movimiento llamado Algebra Temprana que propone que el 4lgebra sea estudiada desde
los tres afios de vida por medio de la generalizacién de patrones numéricos (Kieran ez /., 2016). Pincheira
Hauck y Alsina (2021) sefialan la importancia de incorporar el estudio del dlgebra desde el inicio de la
educacién primaria. Para estos autores, la introduccién de este conocimiento desde los primeros afios de
educacion lleva a que los estudiantes desarrollen habilidades que promoverdn la comprensién de las
matemadticas. Estos autores identificaron acciones que fomentan un acercamiento algebraico, tales como
la experimentacién, las seriaciones a partir de patrones, la descripcién de cambios cualitativos y
cuantitativos, y el uso de simbolos en las acciones anteriores. Asimismo, Zapatera (2022) evidencia cémo
los estudiantes de entre 8 y 12 afos pueden construir nociones del dlgebra, aunque los estudiantes de
menor edad presentan problemas para lograr esto y alcanzar los mismos niveles que los mayores. En este
altimo sentido, Minosso y Panossian (2023), en su estudio sobre la importancia de la ensefianza del
dlgebra desde edades tempranas, también evidencian que los estudiantes pueden presentar dificultades
para reconocer la variacién e identificar valores fijos en una situacién algebraica.

De acuerdo con lo anterior, existe un vinculo importante entre el desarrollo del pensamiento
algebraico —desde una perspectiva de modelacién- y el desarrollo del Pensamiento Variacional, es decir,
las habilidades para estudiar el cambio (Mejia, 2018). Castro (2012) senala que cuando los estudiantes
de secundaria tienen pocas habilidades para estudiar lo que cambia, también tienen pocas herramientas
para comprender temas asociados con la generalizacién. En el caso de México, el desarrollo del
pensamiento variacional comienza a impartirse formalmente en quinto grado de primaria (nifios de 10
afios) (Secretaria de Educacién Publica, 2017). No obstante, el estudio de Cabrera-Chim ez 2/. (2023)
evidencia que varias actividades de los libros de texto de grados anteriores a quinto requieren de un
pensamiento variacional, pero su desarrollo no se propone de forma adecuada. Esta situacién podria
afectar la aplicacién de la propuesta de la corriente del Algebra Temprana en México.

De acuerdo con lo descrito hasta ahora, una forma de contribuir a una mejora en el aprendizaje
del dlgebra es comenzar su estudio desde edades tempranas, vinculando su desarrollo con la
generalizacién de patrones desde una perspectiva de modelacién. Sin embargo, para lograr esto, es
necesario que los estudiantes también desarrollen habilidades que les permitan estudiar dichos patrones
—pensamiento variacional- y realizar la generalizacién de su comportamiento. Asi, este estudio tiene
como intencién contribuir a atender esta situacién a través de generar un disefio para el aula que permita
desarrollar aprendizajes algebraicos. Para ello, se tiene como objetivo generar una propuesta diddctica
basada en el Método Singapur (MS) y en la generalizacién de patrones numéricos —modelizacién
algebraica— para promover el desarrollo del dlgebra temprana en estudiantes de cuarto afio de primaria

(9-10 afios) en México.
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MARCO TEORICO

En la década de los 90’s, como consecuencia de las dificultades de aprendizaje del 4lgebra, en
Estados Unidos surge un movimiento denominado Algebra Temprana —en inglés, Early algebra. Este
movimiento propone introducir el estudio del dlgebra desde la educacién preescolar, es decir, entre los 3
y 6 afios (Alsina, 2019). Su objetivo es que los estudiantes logren tanto utilizar nimeros y palabras para
expresar transformaciones aritméticas en términos generales (Britt, 2011), como desarrollar el sentido de
abstraccién de distintas maneras: generalizacién de patrones, generalizacién relacionada con propiedades
de operaciones numéricas, relacién entre cantidades, introduccién a la notacién alfanumérica, etc.
(Kieran ez al., 2016). Es importante diferenciar entre los términos “dlgebra temprana” y “pre-dlgebra”.
El dlgebra temprana se refiere al paso de la aritmética al dlgebra —desde los tres afios— a través de la
generalizacién (Kieran ez /. 2016), mientras que predlgebra hace referencia a la transiciéon entre la
aritmética y el dlgebra a partir de los dos ultimos cursos de primaria (Zapatera, 2018).

La perspectiva del Algebra Temprana estd intimamente vinculada con una perspectiva del
dlgebra que la concibe como instrumento de modelizacién matemdtica, por encima de la tradicional
visién de ésta como una mera generalizacién de la aritmética (Godino ez /., 2014). En esta perspectiva
no solo se enfatiza el aprendizaje de reglas para la manipulacién simbdlica, sino que se destaca la
importancia de comprender qué hacer con las variables, ecuaciones, funciones y las operaciones entre
estos elementos, lo que les otorga sentido —incluyendo a sus transformaciones. Asi, el dlgebra temprana
se enfoca en la comprensién, produccién y utilizacién de modelos algebraicos que permiten describir un
fenémeno o situacién. En este contexto, la generalizacién de patrones numéricos se presenta como una
opcién para el trabajo y desarrollo del dlgebra desde esta perspectiva (Sdnchez, 2013).

La generalizacién de patrones numéricos consiste en el reconocimiento de reglas a partir de una
regularidad observada en la cual se identifica un patrén que se extiende mds alld del caso (Merino ez 4l.,
2013). Para Blanton (2011), la adquisicién de la abstraccién mediante la generalizacién de patrones se
desarrolla a través de la generalizacidn, representacidn, justificacién y razonamiento de relaciones
matemdticas. Es importante destacar que, por lo general, los estudiantes de edades tempranas pueden
extender un patrén a un lugar cercano o préximo. Sin embargo, cuando ellos son capaces de extender
deliberadamente un patrén a un lugar lejano o a n-esimo lugar, y el proceso para resolver la situacién se
explica con un lenguaje natural, se puede afirmar que los estudiantes poseen una competencia algebraica
temprana (Kaput & Blanton, 2001). La generalizacién cercana puede realizarse por medio del conteo o
dibujos, mientras que la generalizacién lejana requiere encontrar una regla general (Merino ez 4/., 2013).

Al poner énfasis en lograr que los estudiantes puedan realizar modelizaciones de fenémenos o
situaciones, como en el caso de los patrones numéricos a través de su generalizacién, el andlisis del
desarrollo del razonamiento algebraico en las respuestas de los estudiantes ante diferentes tareas puede
realizarse a través de los cuatro niveles de algebrizacién de la actividad matemdtica (Cervantes-Barraza ez

al., 2019; Godino ez al., 2014). Esto niveles son los siguientes:
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Nivel cero o ausencia de razonamiento algebraico. Los objetos intervinientes son expresados
mediante un lenguaje natural, numérico o gestual. Pueden presentarse simbolos, pero estos hacen
referencia a un valor desconocido que se obtiene como resultado de operaciones particulares. Se puede
reconocer la regla recursiva que interviene en una tarea de generalizacion, es decir, que relaciona un
término con el siguiente y aplicarla a casos particulares. De este modo, intervienen niimeros particulares

sobre los que se aplican operaciones aritméticas y de los que se obtiene un resultado (Figura 1).

Figura 1
Ejemplo de respuesta del nivel cero ante un problema (tomado de Godino et al., 2014, p. 207)

El ayuntamiento planté al comienzo de la primavera 25 cajas de petunias. Cada caja contenia 20 petunias.
Tras unos dfas de sequfa murieron 72 petunias. ;Cudnras quedan atin?

Un alumno puede razonar del siguiente modo:

El nimero total de petunias que se plantaron fueron 25 cajas, por 20 petunias en cada caja, total 500 pe-
tunias. Como después se estropearon 72, habrd que descontarlas del total, o sea, quedan 500-72=428; 428
petunias.

Nivel uno o incipiente de algebrizacion. Se reconoce una generalizacién y/o se establecen
relaciones entre variables utilizando el lenguaje natural, numérico y gestual, en lugar del simbélico-literal.
En tareas relacionadas con las propiedades estructurales de las relaciones aritméticas y algebraicas, se
aplican y reconocen las relaciones de las operaciones implicadas. Puede haber la intervencién de

simbolos, pero no se opera con ellos (Figura 2).

Figura 2
Ejemplo de respuesta del nivel uno ante un problema (tomado de Godino et al., 2014, p. 208)

Ejemplo 5: continua la siguiente secuencia: rojo, azul, azul, rojo, azul, azul, etcétera.

Un alumno razona de la siguiente manera: después de un rojo, siempre siguen dos azules y después
de dos azules sigue un rojo.

El alumno que razona de esta manera reconoce una regla general compatible con el conjunto finito
de elementos dados que le permite ir generando sucesivamente los términos de la secuencia. Consi-
deramos esta actividad de nivel 1 de algebrizacién. Siel alumno se limita a escribir los términos que

siguen en algunos casos, sin expresar alguna regla general, la actividad serfa de nivel 0.

Nivel dos o intermedio de dlgebra. Se expresan indeterminadas o variables en un lenguaje simbdlico
literal para referirse a objetos, pero se establece en el contexto espacio temporal de la tarea que se enfrenta.
Esto conduce a que la expresion algebraica que aparece se ajuste a la descripcién o reconocimiento que lleva
a esta (Figura 3). Asi, elementos como ecuaciones y funciones se presentan en un nivel mds operacional
que formal. En tareas que implican ecuaciones —tareas estructurales— se trabajan con las de la forma Ax +
B = C, mientras que, en tareas funcionales, se logra establecer la generalidad, pero no se pueden

transformar las expresiones para llevarlas a sus formas canénicas o equivalentes.
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Figura 3
Ejemplo de respuesta del nivel dos ante un problema (tomado de Godino et al., 2014, pp. 210-2011)

Ejemplo 9 (secuencia de figuras con palillos)?* en la figura 3, ;cudntos palillos son necesarios para
formar el dibujo situado en la posicion cuarta? ;Y para formar el dibujo que estuviera en la posicion
502 ;Y para la posicién 1002

Fig. 3.
Solucion: la secuencia de figuras estd formada por triangulos; cada tridngulo requiere 3 palillos,
luego la figura en la posicién » requiere 3# palillos. Pero al poner juntos los tridngulos se eliminan

palillos; en la figura 2.2 se elimina 1, en la 3.2 se eliminan 2, en la 4.2 se eliminan 3. O sea, la for-
mula general serd 3#-(n-1). Para la figura 50, se necesitan 101 palillos y para la 100, 201.

Nivel tres. Se utiliza la simbolizacién e intervienen indeterminadas incdgnitas, ecuaciones,
variables y funciones representados de manera simbdlica literal, y se opera con ellos. Ademds, se pueden
realizar transformaciones a las estructuras algebraicas manteniendo su equivalencia, y se permite expresar

formulaciones simbdlicas de reglas canénicas de expresiones de funciones y patrones (Figura 4).

Figura 4
Ejemplo de respuesta del nivel tres ante un problema (tomado de Godino et al., 2014, p. 200)

Hay seis asientos entre sillas y taburetes. Las sillas tienen cuatro patas y los taburetes tienen tres. En total
hay 20 partas. ;Cudnras sillas y cudntos taburetes hay?

El estudiante B resolvid el problcma de la siguiente manera:

Sea T el nimero de taburetes y S el niimero de sillas. Como el total de taburetes y sillas deben sumar 6,
entonces, 7+5=6. Por otro lado, se debe tener un total de 20 patas entre los taburetes y las sillas, esto es,
37+45=20. Como de T+5=6, se obtiene que 7=6-S; por tanto, 3(6-5)+45=20, de donde 18+5=20, obte-
niéndose finalmente que S=2. Si S=2, entonces 7=4. Se deben tener 4 taburetes y 2 sillas para tener una
total de 20 patas.

Esta investigacién se enfocard exclusivamente en que los estudiantes alcancen el nivel dos, el cual
corresponde a lo propuesto por el dlgebra temprana. Ademds, investigaciones previas como la de
Zapatera (2022) han demostrado que los estudiantes de primaria —6-12 afios— tienen dificultades para la
manipulacién simbdlica. El nivel tres puede ser introducido hacia el final de la primaria o en el siguiente
nivel educativo, en este caso, la secundaria.

Al adoptar un enfoque centrado en tareas funcionales (Godino e 4/., 2014), en particular, la
generalizacién de patrones, se reconoce la importancia del desarrollo del Pensamiento Variacional de los

estudiantes, el cual implica el reconocimiento, la percepcidn, la identificacién y la caracterizacién de la

Revista Venezolana de Investigacion en Educacion Matemdtica (REVIEM), 4(1), Ene.-Dic. 2024, pp. 1-24 - ¢202410 6
ISSN 2739-039X



DISENO DIDACTICO PARA DESARROLLAR EL ALGEBRA TEMPRANA EN ESTUDIANTES DE...

transformacién y el cambio en diferentes contextos y situaciones (Mejfa, 2018). Para comprender una
situacién de cambio, es necesario que las personas que las enfrentan puedan estudiar las relaciones entre
variables, el estudio de patrones y regularidades, asi como la modelacién de dichas situaciones para su
generalizacién a través del lenguaje matemdtico (Vargas Acosta & Sotillo Fajardo, 2019). Este enfoque
también implica reconocer la importancia de las diferentes representaciones que pueden estar implicadas
en estas tareas funcionales de generalizacién. Pinto & Cafadas (2021) realizaron una revisién sobre la
importancia de tales representaciones y sefialaron el papel fundamental del lenguaje y de las
representaciones pictdricas y manipulativas. Esto motiva a que en este trabajo se plantee el MS —descrito
en la siguiente seccidn— como la base para orientar la elaboracién de las tareas del disefio didéctico

pI'OpLICStO en este trabajo.

METODOLOGIA

Esta propuesta diddctica se fundamenta en la Investigacién Basada en Disenio (IBD), cuyo
propdsito es relacionar la préctica educativa y la teorfa. Esta metodologfa se centra en desarrollar teorfas
a través del diseno de métodos, materiales educativos o pruebas empiricas para apoyar el aprendizaje de
un dominio especifico (Bakker & van Eerde, 2015). El objetivo principal es observar las ventajas y
desventajas del disefio, permitiendo realizar ajustes durante su aplicacién para facilitar el aprendizaje
significativo en los estudiantes. De esta manera, el disefio se evaltia y valida a través de los resultados de
su implementacién y el logro de los objetivos previamente establecidos. La IBD consta de tres fases
(Bakker & van Eerde, 2015):

Preparacion y diserio. Implica labasqueda y andlisis de informacién que permita seleccionar y/o disefiar
una serie de actividades que puedan utilizarse con el objetivo de promover el aprendizaje de los estudiantes.

Experimentos de ensefianza. Se lleva a cabo la implementacion de las actividades y se recopilan
datos sobre el desempenio de los estudiantes.

Andlisis retrospectivo. Se determinan los aprendizajes del grupo de estudiantes en diferentes etapas de
la actividad y se comparan con lo esperado para determinar la pertinencia del disefio. También se generan
reflexiones y propuestas de mejora que podrian realizarse para promover los aprendizajes pretendidos.

Para la fase de preparacién y disefio, se empled el MS, el cual promueve que los conceptos
matemdticos se adquieran a través de un enfoque concreto-pictdrico-abstracto. Este método estd
compuesto por tres fases correlacionadas. En la primera fase, los estudiantes manipulan material concreto
para comprender los conceptos. En la segunda fase, ellos crean representaciones grificas para visualizar los
conceptos. En la dltima fase, los estudiantes resuelven la misma situacién de manera abstracta, utilizando
simbolos y operaciones matemdticas (Satué & Manero, 2019; Tapia Reyes & Murillo Antén, 2020).

Para la elaboracién de la propuesta didéctica se retomaron resultados de los estudios analizados

y de aspectos didicticos relativos con los procesos de generalizacién de patrones. A continuacidn, se
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describen los problemas de cada actividad y sus objetivos. A continuacidn, se describen los problemas de
cada actividad y sus objetivos:

Actividad uno. Una maestra colocé en los mosaicos del salén tridngulos y cuadrados para
adornar. De la siguiente manera —ver Anexo 1, Imagen 1. En equipos ayudan a la maestra a continuar
con la decoracién. Con esta actividad se buscaba introducir un proceso de generalizacién que no
abarcara aspectos numéricos para contrastar con la generalizacién numérica de las otras actividades.

Actividad dos. Una arquitecta estd haciendo planos para construir un edificio, cada edificio debe
tener dos ventanas —ver Anexo 1, Imagen 2. En equipos ayudan a la arquitecta a saber cudntas ventanas
se necesitan dependiendo del nimero de pisos. Con esta actividad se busca que los estudiantes den
interpretacién a representaciones simbdlicas y la asocien con la generalizacién establecida en el problema.
Asi, es una introduccidn al proceso de generalizacién simbdlica.

Actividad tres. Para el cumpleanos de Isabella, su pap4 estd haciendo flores con globos. Las flores
estin formadas por uno amarillo en el centro y cuatro rosas como pétalos —ver Anexo 1, Imagen 3. Esta
actividad pretende que los estudiantes realicen procesos de generalizacion abstracta a través del lenguaje
que favorezca el trdnsito a lo simbdlico.

Actividad cuatro. En un salén de fiestas, Carlos coloca mesas para los invitados. A cada lado de
las mesas debe colocar unassilla —ver Anexo 1, Imagen 4. Ayuda a Carlos a saber cudntas sillas debe poner
dependiendo del nimero de mesas. Tomada de Carraher e 4/. (2008), esta actividad pretende que los
estudiantes realicen procesos de generalizacién abstracta simbdlica.

En cada una de las actividades anteriores se promueve el desarrollo de las tres fases del MS. Cada
actividad posee un material diddctico que se debe manipular —ver Anexo 1- para responder su inciso.
En la Tabla 1 se describen las preguntas realizadas en cada actividad, asi como la etapa del método
singapur y el nivel del 4lgebra alcanzado en cada una de las tareas. La relacién entre las preguntas de las
actividades, las etapas del MS y los niveles del dlgebra se describe en la Tabla 1. Cabe mencionar que cada
una de las preguntas fueron creadas por los investigadores y sometidas a un proceso de validacién

durante la fase de andlisis retrospectivo, segin la metodologfa de la IBD.

Tabla 1
Relacion entre las preguntas de las actividades, el método Singapur y los niveles del dlgebra
Actividad Pregunta Etapa del método  Nivel de dlgebra
a) Continuar con la decoracién del salén. Concreta 0
1 b) Dibujar la decoracién hasta el mosaico 9. Pictdrica 0
c) ¢Qué figura deberfa ir en el mosaico 24? Abstracta 1
a) Arma con el material un edificio con 5 pisos. Concreta 0
b) ¢Cudntas ventanas tendria el edificio? Concreta 1
2 ¢) Dibuja un edificio que tenga 7 pisos. Pictérica 1
d) Si se construye un edificio con 30 pisos, ¢Cudntas
) 4 ] b ¢ Abstracta 1
ventanas tendrd?
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e) Escoge la férmula que le podria ayudar a la arquitecta a

saber cudntas ventanas debe poner de acuerdo con el Abstracta 2
ndamero de pisos.

a) Armen cuatro flores para saber cudntos globos se Concreta 0
necesitan.

b) Dibujen seis flores para saber cudntos globos rosas se Pictdrica 1
necesitan.

3 c) ¢Cudntos globos se necesitardn para hacer 24 flores? Abstracta

d) En equipo, escriban qué tiene que hacer el papd de Abstracta
Isabella para saber cudntos globos se necesitardn.

e) Escriban una férmula que le pueda ayudar al papd de Abstracta 2
Isabella a saber cudntos globos rosas se necesitan para
armar muchas flores.

a) ¢Cudntas sillas se necesitan para armar una mesa? Concreta

b) En equipo, acomoden las sillas que se necesitan para Concreta 0
armar 4 mesas.

c) Dibuja cémo seria la distribucién de las mesas y sillas si Pictérica 0

4 se pusieran 6 mesas.

d) ¢Cémo lo supieron? Abstracta 1

¢) ¢Cudntas sillas se necesitan si se pusieran 22 mesas juntas? Abstracta 1

f) En equipo crean una férmula que les permita saber ¢Cudntas Abstracta

sillas se necesitaran dependiendo el niimero de mesas?

La experimentacién de ensefianza —segunda fase de la IBD- se llevé a cabo a un nivel micro
(Prediget ez al., 2015), es decir, se llevé a cabo con una muestra de siete estudiantes de cuarto grado de
primaria —9-10 afios— de una escuela privada de San Luis Potosi, México. Estos estudiantes fueron
seleccionados mediante un muestreo no probabilistico por conveniencia (Otzen & Materola, 2017), es
decir, se seleccionaron segtin su disposicién a participar en la investigacion, para lo cual se les pidié que
firmaran un consentimiento informado. Para la implementacién del disefio did4ctico, se formaron tres
equipos al azar, dos de los cuales estuvieron conformados por dos estudiantes y uno por tres. La
aplicacién de las cuatro actividades con cada equipo se llevé a cabo mediante una practica controlada, es
decir, se realizé con cada equipo por separado, participando unicamente la investigadora y los
estudiantes del equipo correspondiente. La aplicacién de las cuatro actividades con cada equipo duré
aproximadamente 50 minutos. Al inicio de cada actividad, se distribuy¢ el material diddctico requerido
y la hoja de trabajo, para luego pedir a los estudiantes que leyeran las instrucciones y las resolvieran en
equipo. Todas las sesiones fueron videograbadas para su posterior andlisis.

Finalmente, en el andlisis retrospectivo —tercera fase del IBD- se visualizaron las
videograbaciones y las hojas de trabajo con el propésito de realizar un andlisis entre los objetivos
planteados en las actividades y los aprendizajes alcanzados. Para esto, se revisaron las respuestas de los
estudiantes, las estrategias de resolucién y las argumentaciones dadas por ellos en las sesiones sobre dichas

respuestas y estrategias —Tabla 2 a la Tabla 6. En otras palabras, para todas las actividades se buscé
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analizar si los estudiantes fueron capaces de identificar el patrén de comportamiento de manera verbal y
generalizarlo; mientras que para las actividades 2, 3 y 4 se examind si los estudiantes podian identificar,
comprender y plantear la férmula, respectivamente. Las acciones realizadas para responder y las
respuestas dadas fueron analizadas para ubicarlas en un cierto nivel de algebrizacién. Una vez realizado
esto, se determiné la pertinencia del disefio y se determiné si era necesario realizar cambios en las

actividades para mejorar el proceso de ensefanza-aprendizaje y los resultados obtenidos.

ANALISIS DE DATOS Y RESULTADOS

El andlisis de las respuestas de los estudiantes muestra que todos son capaces de identificar y
realizar generalizaciones cercanas de los patrones, empleando el material manipulable (Tabla 2). Es
importante mencionar que, para construir la siguiente figura del patrén en las cuatro actividades —accién
solicitada en cada primer inciso de las actividades de la Tabla 1-, los estudiantes necesitan reconocer
cémo se forma este elemento. La respuesta se asocia con el nivel cero del desarrollo del dlgebra y se
desarrolla como parte de la etapa concreta del MS. En la actividad 1, no se trabajan aspectos numéricos

que sean simbolizables.

Tabla 2

Resolucion del inciso a) de todas las actividades

Actividad Indicacién Respuesta de los estudiantes

a) Continta con la decoracién del salén y

1
pon las figuras que faltan hasta el lugar 7.
a) Armen con el material un edificio con 5
2 pisos. ¢Cudntas ventanas tendrd el
edificio?
a) Armen 4 flores y ayuden al papd de
3 Isabella a saber cudntos globos rosas se
necesitan.
4 a) En equipo, acomoden las sillas que se

necesitan para 4 mesas.

Esto dltimo se plante6 considerando que la actividad 1 sea introductoria y “fdcil” de resolver,

permitiendo la identificacién de la regla de generalizacién de la secuencia de figuras —tridngulo,
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cuadrado, tridngulo, cuadrado, etc. —para determinar aquella que corresponde al lugar 24. Se esperaba
que los estudiantes reconocieran que los tridngulos ocupaban posiciones impares y los cuadrados en
posiciones pares. Por lo tanto, en el lugar 24 habria un cuadrado. No obstante, los estudiantes dibujaron
la secuencia completa hasta la posicién 24 para determinar la figura solicitada (Tabla 3). Esta accién
evidencia un nivel cero de desarrollo del 4lgebra, ya que son capaces de reconocer el patrén de

comportamiento, pero no emplear una regla general para determinar la figura lejana solicitada.

Tabla 3
Resolucion de la actividad 1, incisos b) y ¢)
Equipo Indicacién Respuesta de los estudiantes
; 7 -
1 [ / I ‘
b) Dibujen la decoracién en el siguiente espacio s e —
2 incluyendo la figura que irfa en el mosaico 5 OALOAL ]
numero 9. = S ,
3 [ / - (! gy“ '(‘;/l' L%‘.

c) Comenten entre ustedes y ayuden a la maestra

2 a saber qué figura ird en el mosaico 24 U ! 19
Vel

continuando con el orden de la decoracidn.

En la actividad 2 (Tabla 4), al igual que en la actividad 1, los estudiantes fueron capaces de
extender el trabajo de generalizacién realizado con el material manipulable, por medio del trabajo
pictdrico solicitado en el inciso b). Ademds, en este caso, se observé que los estudiantes pudieron emplear
la regla general para realizar operaciones aritméticas y determinar el nimero de ventanas que tendrd un
edificio de 30 pisos —inciso ¢). Asi, se evidencia que ellos pudieron reconocer la relacién aritmética entre
el nimero de pisos y ventanas establecida en la secuencia planteada. Por su parte, también fueron capaces
de resolver el inciso d), es decir, reconocer la férmula que expresa dicha relacion. El desempeno en estos
dos ultimos incisos indica el desarrollo del nivel 1 de algebrizacidn, ya que las operaciones involucradas

se realizan sobre la relacidn aritmética identificada.
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Tabla 4
Resolucion de la actividad 2, incisos b), ¢) y d)
Equipo Indicacién Respuesta de los estudiantes
1 |~

2 b) Dibujen un edificio que tenga 7 pisos. ¢ Cudntas
ventanas tendrd el edificio?

3
{ (
1 X
20

5 c) Si se construyera un edificio de 30 pisos ¢cudntas 2_7’\

ventanas tendrd? é@ W
3
1 al Vx2 ;b] Px2 ) o) Vud

U
d) Escoge la férmula que le podria ayudar ala — N\ Vel
. a) Vx2 b) Fx '

2 arquitecta cuantas ventanas debe poner de acuerdo ! e

con numero de pisos. e g
3

e

AR e

Enlaactividad 3 (Tabla 5), paralosincisos b) y ¢), los estudiantes utilizaron las mismas estrategias
de resolucién y niveles de algebrizacién que para la actividad 2. Pudieron realizar la representacién
pictdrica del patrén para establecer una operacién aritmética que permitiera calcular el ndmero en la
posicién 24 del patrdn, esto es, la multiplicacién de 4 por 24. Esto refuerza la evidencia del desarrollo del

nivel 1 de algebrizacién, enmarcado en la etapa abstracta del MS.
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Tabla 5
Resolucion de actividad 3, incisos b), ¢), d) y e)

Equipo Indicacién Respuesta de los estudiantes

20 Dibuian 5 fored parn saber “cuanios giobos 56 necesitan

oy

3. Cudntos globos o535 se necesiardn para h acer 24 fiores?

5 b) Dibujen 6 flores para saber cudntos @ @ @ @5@

globos se necesitan.

3
|
1 (r
HAYE
, . , 3. ¢Cudnlos globos rosas se necesitaran para hacer 24 flores?
5 c) ¢Cudntos globos rosas se necesitardn Y 24
2]
para hacer 24 flores? SG /KL; —

+ al ani dn leshalls nars

3 el Npad 7

;nlm iy glonos amanuos y fosas necesitard parg hacer muchas flres.
1 [ Py 12 pandy
d) En equipo comenten y escriban qué ] '
tiene que hacer el papd de Isabella para P ) . -
2 uno muHrP/,r,anorl de_29xY

saber cudntos globos amarillos y rosas se

necesitan para hacer muchas flores. St e g e

: 9540 gyt So8
Fi
: FxY
2 e) Escriban una férmula que le pueda —fogi —
ayudar al papd de Isabella a saber cudntos 9 §7] % 1 n % »
glObOS rosas necesita Cl papé dC Isabella. 5. Escriban ula_que le pueda ayudar al |
i glo/ba{_)“msa\::\ce'? sita & papa de isabella

/M\/\'ﬂ al obos
) J

Para el inciso d) de la actividad 3 (Tabla 5), se buscé que los estudiantes comenzaran a transitar
del nivel 1 al 2 de algebrizacién para tomar conciencia de las cantidades que varfan y las cantidades
constantes que forman parte de la regla de generalizacién. Solo el equipo 3 planted una descripcién -5
x lo que sea— que involucra explicitamente la idea de algo desconocido. Es importante mencionar que los
estudiantes expresaron que era el nimero 5 porque cada flor tiene S globos, esto es, 4 pétalos y un centro.

Estos valores son necesarios para elaborar diferentes cantidades de flores. Por lo tanto, se puede intuir
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que existié una inadecuada comprensién de la idea de “muchas flores” en la instruccidn, ya que estos
equipos interpretaron la indicacién como la necesidad de dar un valor concreto, pero relativamente
grande. Por esta razén, esta pregunta debe reformularse en una nueva implementacién.

El inicio de la transicién del nivel 1 al nivel 2 se evidencia con mayor facilidad en las respuestas
parala pregunta e) (Tabla 5). En esta pregunta, los tres equipos lograron expresar, en lenguaje simbdlico,
la férmula para calcular los globos necesarios como pétalos para diferentes cantidades de flores. El equipo
uno establecié que la férmula era f x 4, indicando que la f representaba a las flores. Por su parte, el
equipo dos escribié 4 X g, en donde g representaba a globos, y el equipo tres establecié como respuesta
g X 4, donde un estudiante sefial6 que g representaba “lo que sea”, mientras que otro estudiante indicé
que g representaba a los globos. Como se puede observar, en los tltimos dos equipos hubo dificultades
para identificar correctamente la variable implicada. Sin embargo, los estudiantes comprendieron que la
térmula implica multiplicar por 4 una cierta cantidad variable.

Con base en las respuestas de los incisos descritos en los pdrrafos anteriores, se puede evidenciar
que los estudiantes comenzaron a hacer uso de la simbolizacién dentro de la etapa abstracta del MS para
representar una variable que es desconocida en ese momento y que describe la generalizacién del patrén
que se analiza. Esto indica un grado de desarrollo del nivel dos de algebrizacién en los estudiantes.

Por ultimo, en la actividad 4 (Tabla 6), los tres equipos obtuvieron los mismos resultados en los
primeros tres incisos. Como en las actividades anteriores, las respuestas de los estudiantes para los incisos
de b), ¢) y d) evidencian un desarrollo del nivel 1 de algebrizacién, ya que ellos identifican la regla de
generalizacién implicada y son capaces de abstraer las operaciones aritméticas involucradas para calcular
los valores de la secuencia planteada. Por ejemplo, al determinar las sillas necesarias al colocar 22 mesas,
los estudiantes realizaron la multiplicacién 22 X 2, para luego sumar a esa cantidad las 2 sillas de las
cabeceras. Esto lo desarrollaron a partir del trabajo de las etapas concreta y pictdrica del MS, ya que los
estudiantes indicaron que la estrategia de contar las sillas les permitié reconocer cudntas de estas se

necesitaban, ayuddndoles a reconocer las relaciones implicadas en la generalizacién.

Tabla 6

Resolucion de actividad 4, incisos b) al e)

Equipo Indicacién Respuesta de los estudiantes

3-eQibujgmeomg seriala distributitn He las mesas y siltas si se pusieran 6mesas?

f [ I L,
1 LU h

)
4. (Como los supieton? !
3. ¢UIDUJRD COIMJO SETd Ia UISUILUGIUI Ug 1a 111s2a y amas

b) Dibujen cémo serfa la distribucién

2 de las mesas y sillas si se pusieran 6
sillas
3
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—
4 4Como los supiaton? / L }
| N1

1 Mo Aoy
IYTALOLV R T S |

&

4. ¢Como los supieron?
2 ¢) ¢Cémo lo supieron? _ MMQ Migod "j LI) t}[é&%ﬁ;w ﬁA%ZM

4 Coma les supieren? i |
3 oot 9 slar was Y p.mr',J..!J
(AR I

T T T[T ST S FUETA £ TCSas [y

5 d) ¢Cudntas sillas se requieren si se H CQ (22
pusieran 22 mesas juntas? '%Ef‘?
¥ cnar sudntas sillas

5. JULANTES B3 BU IEYUIEIETT 91 o prussrwrsss ms s goom

~ &

u b

3 A 2
0

1 ) 2rh e ’_f‘Z
e) En equipo crean una férmula que le _

5 permita a Carlos saber cudntas sillas se 2 C_
necesitaran dependiendo del nimero

de mesas.
3 SX2+2

Finalmente, en el inciso e), los estudiantes también demostraron estar en la etapa abstracta del
MS y evidenciaron un grado de desarrollo del nivel 2 de algebrizacién. Ellos fueron capaces de establecer
la férmula para calcular la cantidad de sillas necesarias segtin el nimero de mesas colocadas, es decir,
emplearon variables para expresar las relaciones implicadas en el patrén que se generaliza. El equipo 1
indicé quelaférmulaeram X 2 + 2, asignando laletram alas mesas. El equipo 2 sefial6 que la férmula
que representa la situacién era 2 X ¢ + 2, en donde ¢ era igual a sillas. Mientras tanto, la respuesta del
equipo 3 fue s X 2 + 2, siendo s igual a sillas. En los dltimos dos equipos se observaron dificultades
para representar la variable de manera correcta, sin embargo, fue posible identificar que los estudiantes
comprendfan que se tenfa que crear una férmula en donde existiera una variable que se multiplicara por
2y se agregara el valor 2, representativo de las sillas de la cabecera. Cabe recalcar que en el equipo 3, un
estudiante tuvo la capacidad de generalizar y pensar en una letra en lugar de un namero, y sus
companeros tuvieron mayor dificultad para comprender que se tenia que reemplazar una letra por un
ndamero, por lo que él les explicd, lo que ayudé a que todo el equipo pudiera simbolizar la situacién.

Aqui se habla de un grado de desarrollo del nivel 2 ya que, si bien las variables no son las correctas
en algunas expresiones, los estudiantes argumentaron correctamente qué valor debia sustituirse por el
simbolo indicado en la férmula. Asi, se presenta un error en la denominacién o nomenclatura de la
variable, pero se tiene una correcta interpretacién del sentido sintdctico y semdntico de la expresién

algebraica formulada y de los valores a sustituir en esta.
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DISCUSION

Autores como Merino et al. (2013) han establecido que la generalizacién de patrones no debe
abordarse en educacién primaria de la misma manera que en niveles superiores, por lo que se elaboré el
disefio did4ctico se realizé basado en el Método Singapur (MS) y los niveles de algebrizacién. Dichos
niveles se utilizaron para establecer modelos que generalizan los patrones de las actividades del disefio, y
se generaron las siguientes etapas de trabajo de manera exitosa: (i) completar un patrén figural
empleando material concreto para posiciones inmediatas; (ii) extender un patrén numérico de forma
pictdrica para posiciones cercanas; (iii) aritmetizar las relaciones del patrén para calcular posiciones
lejanas. En este caso se trabajaron patrones de la forma ax + b; (iv) identificar la férmula que generaliza
al patrdn; (v) establecer la férmula que generaliza al patrén.

A partir de la aplicacién del disefio didéctico, se observé que todos los estudiantes identificaron
el patrén de comportamiento de las secuencias presentadas en las cuatro actividades, lo que corresponde
al nivel 0 del 4lgebra temprana. Para lograr esto, el uso del material concreto en la etapa concreta
favorecié el interés de los estudiantes por las actividades y les permiti6 analizar, manipular y continuar el
patrén para una posicidn siguiente. Ademis, pudieron extender o continuar ese patron para posiciones
subsiguientes, mediante la representacién pictdrica de la secuencia en la etapa pictérica. Las discusiones
sobre la generalizacion de patrones se llevaron a cabo utilizando el lenguaje natural (Merino ez a/., 2013).

Al trabajar la generalizacién lejana del patrén (Merino et al., 2013) en la etapa abstracta, se
favorece el trinsito del nivel 0 al nivel 1 del dlgebra temprana, ya que en este punto los estudiantes
comenzaron a establecer relaciones aritméticas entre las variables de las secuencias propuestas en las
actividades. Este progreso se evidencia de manera mds clara en la actividad 2, donde los estudiantes deben
identificar la férmula que generaliza las relaciones aritméticas planteadas. A partir de la implementacion
del disefio diddctico, los alumnos demostraron un grado de desarrollo del nivel 2 de algebrizacién. Esto
se evidencia cuando los estudiantes proponen las férmulas para calcular los valores de las secuencias en
las actividades 3 y 4. Sin embargo, se observaron dificultades en la identificacién de la variable adecuada
ya que, aunque la férmula planteada fue correcta, los equipos dos y tres definieron la variable de manera
incorrecta. No obstante, esto no significa que los estudiantes no hayan tenido una comprensidn, ya que
pudieron realizar los cdlculos aritméticos de manera apropiada.

Los resultados de este estudio difieren de lo reportado por Zapatera (2022), quien indica que los
estudiantes de 3° grado y 4° grado —8-10 anos— presentan dificultades en el proceso de generalizacién y
solo aquellos de 5° grado y 6° grado —10-12 afios— pueden completar estos procesos utilizando una regla
general. Los datos recopilados en nuestro trabajo evidencian que los estudiantes de 4° grado —9-10 afios—
fueron capaces de identificar una regla de sucesién, realizar una generalizacién cercana y lejana, y

establecer un modelo de simbolizacién algebraica.
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Aunque alcanzar el nivel 3 de algebrizacién no se planteé como objetivo —consultar el marco
teérico—, lo mencionado anteriormente sugiere que podria ser posible que los estudiantes hayan tenido
dificultades para llegar a este nivel, el cual implica la manipulacién simbdlica de las variables establecidas
(S X 2 + 2). Sin embargo, al obtener los resultados, consideramos importante que en un nuevo estudio
se evalte la posibilidad de alcanzar el nivel 3.

Por ultimo, es importante reflexionar sobre lo ocurrido en la actividad 1. Esta tenfa como
objetivo introducir a los estudiantes a los patrones y a los procesos de generalizacién desde una
perspectiva de encontrar una regla general, sin que esta sea simbdlica. Sin embargo, los estudiantes, al no
poder expresar dicha regla general, se vieron en la necesidad de dibujar toda la secuencia hasta la posicién
24 del patrén (generalizacion lejana) para determinar la figura que ocuparia dicha posicién. Se consideré
inicialmente que este proceso de resolucién serfa sencillo y que la simbolizacién seria ficil, pero resulté
ser mis complejo. Esto podria deberse a la naturaleza de la regla, que implica conceptos de nimeros pares
e impares, ya que los estudiantes debian determinar que para posiciones pares de la secuencia se coloca
un cuadrado y para posiciones impares un tridngulo, para luego determinar si 24 es par o impar. De este
modo, la generalizacién no es propiamente numérica ni implica relaciones simbdlicas, sino que tiene una
naturaleza mds compleja desde el punto de vista de la exigencia cognitiva de la regla a establecer. Por lo
tanto, es importante replantear la pertinencia de esta actividad como inicial o incluir actividades previas

que permitan recupcerar conocimientos sobre los nimeros pares ¢ impares.

CONCLUSIONES

El dlgebra temprana desempefia un papel fundamental en el desarrollo del pensamiento matemdtico,
ya que proporciona a los estudiantes la oportunidad de explorar situaciones abstractas y desarrollar
habilidades de generalizacion. Estas habilidades son esenciales para una comprensién mds profunda del
dlgebra en niveles educativos posteriores. Por lo tanto, su implementacién ha cobrado una gran relevancia en
los tltimos afios, lo que resalta la importancia de establecer estrategias efectivas para su ensefianza.

La aplicacién del disefio diddctico en este estudio permitié que los estudiantes alcanzaran el nivel
dos del édlgebra temprana, lo que implica que pudieron formular reglas generales mediante la
simbolizacidn, incorporando incdgnitas y variables. Los resultados revelan cémo las etapas del Método
Singapur facilitaron que los estudiantes identificaran los patrones presentes en las secuencias de las
actividades y avanzaran hacia su generalizacién. En la etapa concreta, los estudiantes mostraron un
interés particular y pudieron enfocarse en el patrén observado, gracias a la manipulacién del material
did4ctico que les permitid realizar inferencias precisas sobre su comportamiento. Es importante destacar
que, durante la aplicacidn, los estudiantes recurrieron constantemente al material did4ctico, lo que les

ayudé a comprender el patrén y a progresar hacia la generalizacion.
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La etapa pictérica resulta crucial ya que obliga a los estudiantes a extrapolar el patrén y fortalece
su comprensién de este. Ademds, al dibujar los patrones, los estudiantes comprenden mejor las
operaciones aritméticas necesarias para calcular posiciones lejanas, como se requiere en las etapas
abstractas. Por ejemplo, en la actividad 4, al calcular el nimero de sillas necesarias alrededor de cierta
cantidad de mesas, al contar las sillas y realizar los dibujos, los estudiantes identificaron que multiplicar
por 2 el niumero de mesas y luego sumarle 2 al resultado produciria el nimero correcto de sillas. Esta
tltima operacién corresponde a las sillas que debfan colocarse en los extremos del acomodo de las mesas.
Finalmente, en la etapa abstracta, se pide que se establezca la férmula que generaliza el patrén. Frente a
esta tarea, los estudiantes lograron identificar el papel de la variable en cada actividad dentro de la
férmula solicitada, asi como las relaciones de las cantidades constantes. Sin embargo, en algunos casos,
la identificacién correcta de la variable se present6 de manera diferenciada.

La aplicacién de la actividad en equipos puede llevar a que algunos miembros impongan sus
ideas a los demds, lo que podria inhibir la participacién equitativa y la colaboracién. Por lo tanto, para
futuras aplicaciones, seria recomendable considerar la realizacién de la actividad de manera individual
seguida de sesiones de interaccion grupal, lo que permitirfa un mayor involucramiento de todos los
estudiantes y un espacio para el intercambio de ideas. Finalmente, anadir una evaluacién previa habria
permitido contrastar las ganancias de aprendizaje de los estudiantes antes y después de la implementacién
del disefio diddctico. Sin embargo, a pesar de esta limitacién, el estudio logré identificar las variables
necesarias para el progreso y evidenciar el desarrollo del pensamiento algebraico de los estudiantes. Es
relevante destacar el logro demostrado por los estudiantes, especialmente considerando que no tenfan
instruccién previa en temas algebraicos. Este hecho resalta la importancia y el impacto del diseno

did4ctico en el aprendizaje de los estudiantes en el dlgebra temprana.
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